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INTRODUCTION A L’EQUATION DE BURGERS STOCHASTIQUE 

ET A LA BURGULENCE 

TAKFARINAS KELAI & SERGEI KUKSIN 


Resume. Cet article propose une introduction a l’equation de Burgers visqueuse stochastique 
unidimensionnelle periodique, perturbee par une force aleatoire de type bruit blanc en temps, 
et suffisamment reguliere en espace. Nous prouvons des resultats classiques sur l’existence et 
l’unicite des solutions, nous etudions leur regularity et nous discutons leurs proprietes quand 
le temps tend vers l’infini ou quand la viscosite v tend vers zero. La derniere limite decrit la 
turbulence dans l’equation de Burgers, nommee burgulence par U. Frisch. Notre article sert d’in- 
troduction elementaire aux methodes modernes de 1’analyse des equations aux derivees partielles 
stochastiques. 


Table des matieres 


1. Introduction 

2. Estimations de la force ^ 

3. Probleme de Cauchy 

4. Principe du maximum de Kruzkov 

5. Loi de la solution u et les deux semi groupes de Markov 

6. Convergence faible de mesures 

7. Bornes superieures pour les normes Sobolev de u 

8. Bilan de l’energie et bornes inferieures 

9. Echelle d’espace 

10. Lemmes de recurrence et Li-contraction 

11. Les mesures stationnaires et la methode de Bogoliubov-Krylov 

12. L’unicite de la mesure stationnaire et la propriete de melange 

13. Fonction de structure 

14. Spectre de l’energie 

15. Appendice A : Le processus de Wiener standard 

16. Appendice B : Les temps d’atteinte et d’arret, et la propriete de Markov forte 

17. Notation 
References 


31 


1. Introduction 

On se propose d’etudier les proprietes qualitatives de l’equation de Burgers visqueuse stochas¬ 
tique avec une force aleatoire 77“ : 


(B) 


u t{t,x) + u (t,x)u x (t,x) - v\\ xx (t,x) = 
t > 0, x £ S 1 = . 


Ici v £ (0,1] est la viscosite. On suppose que pour tout t > 0 : 

/ rj u ’(t,x)dx= / u(0,x)dx = 0. 
J s 1 is 1 
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D’ici et d’apres JB|), on a pour tout t > 0 


/ u (t, x)dx = 0. 

J s 1 


On note H l’espace de Hilbert defini par 


H = {v £ L 2 (§ 1 ) : [ v(x)dx = 0}, 

J s 1 

muni de la norme usuclle et du produit scalaire de L 2 qu’on notera || • || et (•,•}, et de la base 
Hilbertienne {ek(x),k £ Z*} avec 


( 1 . 1 ) 


J e s = -\/2cos(27rsa;) 
( e_ s = -\/2sin(27r sx) 


Notons que si u(x) = J] u s e s {x) alors 
sez* 


(1.2) u(x) = ^ u s e 2l7I ' sa: , u s = u_ s = (v^) (u s -?u_ s ) pour tout s £ N*. 

sgZ* 

Dans la suite, on donne rf de la forme : 

(1.3) V u (t,x) = d t C(t,x), et£ u (t,x)='^2b a P“(t)e s (x), 

sez* 


ou b s £ R et /3g sont des processus de Wiener standard independants (appendice A), definie sur 
un espace de probability standard (fi, E, P) [17] . [28] , Pour tout m > 0, on pose 

(1.4) B m =J2 N 2 ™ 5 * ^ +°°- 

sez* 


Nous supposerons toujours que Bq < 00 . On appelle la force aleatoire rj u le Bruit blanc dans 
l’espace H et £“ le processus de Wiener dans H. On dit que u w est une solution de (©, (UTS]), si 

n u (t,x) - u“(0,x) + f (u(s,x)u x (s,x)-vu xx (s,x))ds = £ u, (t,x)-£, UJ (0,x), 

Jo 

pour tout t > 0, x £ S 1 , et pour tout oj ^ Q, oil Q est un ensemble negligeable (C’est-a-dire, 
Q £ JF tel que P(Q) =0). 

L’equation ([Bj, (11.311 est un modele populaire en physique theorique moderne [2] . Nous etudions 
le probleme de Cauchy relatif a m, ainsi que les proprietes qualitatives de ses solutions. A 
savoir, dans les sections 2-6, nous prouvons les proprietes d’existence et d’unicite des solutions 
de JB]) et discutons les processus de Markov correspondants. Puis, dans les sections 7-8, nous 
obtenons des bornes superieures et inferieures pour les normes Sobolev des solutions, lesquelles 
sont asymptotiquement precises quand v —> 0. Dans la section 9, nous deduisons de ces estimations 
que l’echelle d’espace pour les solutions de (0 est egale a v. Les resultats des sections 7-9 sont bases 
sur les theses 0 , m (voir aussi m, izi), oil les methodes suggerees dans eh, m pour etudier 
l’equation de Ginzburg-Landau complexe, sont appliquees a ©• Dans les sections 10-12, nous 
etudions les proprietes de melange de l’equation de Burgers, utilisant l’approche du couplage de 
Doblin et suivant Enfin, dans les sections 13-14, on montre que les estimations des sections 

7-8 entrainent que le spectre de l’energie des solutions de ® est de la forme de la loi de Kolmogorov 
m, Ek ~ k 2 . La, nous suivons 0, 0, ou la derivation heuristique du spectre, suggeree dans [I], 
est rigoureusement justifiee, ceci etant base sur les resultats des sections precedentes. 

Cet article est base sur les notes de cours pour la seconde annee de Master de Mathematiques 
Fondamentales a l’universite de Paris Diderot, donne par S. K lors des annees universitaires 
2012/2013 et 2014/2015. 
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2. Estimations de la force 

Pour T > 0, notons par X T l’espace de Banach C(0,T;H), muni de la norme ||£||xt = 
sup ||C(t)||- 

i£[0,T] 

Theoreme 2.1. II existe une ensemble negligeable Q £ J- tel que si u> £ Q, alors pour tout T > 0 
nous avons ^ 6 X T . De plus, il existe ci{T,Bq) > 0, C'(T,Bq) > 0, et pour chaque p > 1, il 
existe C(p , T, Bq) > 0 telle que 

(2.1) E[e a| l^ t)l12 ] < C', 

( 2 . 2 ) e[ sup iirwr < C. 

te(o,r) 

Si w € Q, alors on redefinit £“ par = 0. Ainsi £“ S X T pour tout u>. 

Demonstration. Etape 1 : troncature. Fixons T > 0 et posons pour tout N £ N : 

H < ' N] = vect{ej, |j| < IV} c H et £ Nu (t,x) = ^ b s /3^(t)e s (x). 

\s\<N 

Alors £ Nu est un processus aleatoire continu dans Pour t > 0, on a 

||^(t)|| 2 = £ b 2 J“{tf 

|s| <N 


Maintenant on va estimer les moments exponentiels de sup ||£ Ar ‘ J (t)||. On a immediatement pour 

te(o ,t) 

tout a > 0 : 

" « E b 2 s f3“(T) 2 
e |s|s;jv 


E[e“ llf ] = E 


= n*i< 

\s\<N 


.ablftiT) 2 


car les processus {/? s } sont independants. Comme /3 S (T) = Af(0, VT), nous avons que 


E[e' 


#6 2^( T ) 2 _ 


1 


y/2 ttT . 


e it d x = 


V 1 - 2T <* b l 


si a < 


2Tb 2 ' 


En notant 6 max = sup s>1 |6 S |, on obtient que 

\ E ln(l-2 Tab\) 


(2.3) 


E[i 


> a||S Ar "(T)|| a i _ 


= e 


| 31 <N 


, si a < 


2Tb 2 


Comme pour tout \x\ < | nous avons — ln(l — x) < 2x , alors (12.31) implique 


(2.4) 


E [ e a||« W “(T)|| 2 ] < e l ^N 2Tabl = e 2TaflW ) si a < 


1 


2Tb 2 


avec tfs < B 0 . Or, pour tout p > 1 et a > 0 il existe C{p,a) > 0 telle que pour 

|s|<JV 

chaque x > 0, on a x p < Ce ax . Done, en utilisant l’inegalite (12.41) . nous obtenons 

E[\\^(T)\\p)<C(p,T,B 0 ). 

Par l’inegalite de Doob (115.11) (appendice A), cette inegalite implique que : 

(2.5) E[ sup N^COIIF <C'(;P, T,B 0 ), pour p > 1. 

te(o,T) 

L’inegalite pour p = 1 suit de (12.51) avec p =2. 

Etape 2 : passage a la limite. Pour N < M, considerons 

£n ■= £ - ? = 2 ^ bs Ps es - 

N <\s\<M 


1. C’est a dire, pour presque tout u, l’application t i—> £ Nu (t) € I !( N 1 est continue. 
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Comme E||£j(f (t)|| 2 = X) b 2 , alors par 1’ inegalite de Doob, nous avons 

JV<|s|<M 

(2.6) E[||£"||*. T ] =E 

On considere l’espace de Hilbert L 2 = L 2 (D; X T ). Par (12.61) . pour N < M, on a ||£ Mw — £ Ar “|| 2 2 < 
4 J2 Comme ^b 2 = B 0 < 00 , alors {£ M “} c L 2 est une suite de Cauchy et t; Mul —> 

iV<|s|<M 

£“ G L 2 quand M —>■ +00. Comme la convergence dans L 2 implique la convergence p.p pour 
une sous-suite, alors, il existe un ensemble negligeablc Q T tel que —>• £“ dans X T pour une 
sous-suite Mj —> +00 et w ^ Q T . Soit Q = Q 1 U Q 2 U • • • . Par le precede diagonale de Cantor, on 
construit une suite Mj -A +00 telle que £ MjUJ —>■£“=: (T) bsP^Cs dans X T , T = 1 , 2 , • ■ ■ et pour 

s£Z* 

tout uj £ Q. 

En utilisant cette convergence, la relation m et le theoreme de Beppo-Levi, on obtient 
l’inegalite (12.11) . De meme, (12.51) et le theoreme de Beppo-Levi nous donnent (12.21) . □ 

Dans la suite, on designe par H m l’espace de Sobolev defini par 

H m = {v G G H}, 

ou zi( m ) := represente la derivee faible en a; a l’ordre m de u. On munit H m du produit 
scalaire homogene 

(u,v) m = f u^ m \x)v^ m \x)dx, 

Js 1 

On note par || • || m la norme associee au produit scalaire. Notons que d x : H m+1 —> H m est un 
isomorphisme et ||9*u|| m = ||u|| m +fc, pour tout to, k G N. 

Si u G H alors u s’ecrit dans la base trigonometrique (ED comme u{x) = u s e s (x), et la 

sez* 

norme de u dans H m est 

iHi^ = (2^r^| S | 2m Ki 2 . 

sg Z* 

O 11 utilise cette caracterisation pour definir H m pour tout to > 0 : 

H m = {u£H, |M| m <oo}. 

Pour to < 0, on definit H m comme le complete de H par rapport a la norme || • || m . 

O 11 rappelle l’injection de Sobolev : 

(2.7) H m ^C k (S 1 )^m> fc+i, 

et que l’espace H m pour m > ^ est une algebre Hilbertienne : 

(2.8) ||HU c m ||ii|| m | \v \| m . 

Pour T > 0, on note par Xj n l’espace de Banach C(0,T;iL m ) muni de la norme ||m|| a -t = 

sup ||it(i)|| m . Avec ces notations, on a le theoreme suivant : 
te[o,T] 

Theoreme 2.2. Soit m G N et supposons que B m < 00 . Alors pour chaque uj £ fl et pour tout 
T > 0 nous avons £“ G X^, et il existe a(T,B m ) > 0 telle que 

(2.9) E[ e “IIC'(' r )||^] < c >^ 

(2.10) E[ sup ||rWIUF<C", Vp > 1, 

te(o,T) 

pour des constantes convenables C' m (T, B m ) > 0, (^^(p, T, Bq) > 0. 

Ici, comme pour le theoreme 12. 11 nous avons modifie £ w sur un ensemble negligeablc. 

La demonstration est similaire a celle du theoreme 12.11 


sup ||£#(t)|| a 
te[o,T] 


<1 £ <>■ 

N<\s\<M 
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3. Probleme de Cauchy 


Dans cette section on etudie le probleme aux limites periodique (0), |L3l) avec la condition 
initiale. 

(3.1) u(0, x) = uo(a:). 

3.1. Preliminaires. Soit m £ N. On considere l’equation de la chaleur 

v t (t,x) - vv xx {t,x) = £ t (t,x), 


(CH) 


u(0,x) = u 0 (x). 


On dit que v £ Xj n est une solution de (ICHI) si pour tout f £ [0, T) : 


j(t) - v / v xx (s)ds = u 0 +£(i). 
Jo 


Le lennne suivant est un resultat elementaire des equations aux derivees partielles paraboliques. 
Pour le demontrer, on decompose la force £ et v dans la base trigonometrique ED et on retrouve 
les coefficients de Fourier de v. 

Lemme 3.1. Soit to > 0 et T > 0. Alors pour tout £ £ et uo £ H m , il existe une unique 
solution v £ X ^ de \CH\) . De plus V application H m x Xj rl —> X^, (uo,£) 1 —i v esf Uneaire et 
continue. 

3.2. Decomposition des solutions de (fBl) . On ecrit maintenant une solution u de ®, (ED 
connne 

u (t, x ) = w(t, x ) + v{t, x), 

ou v est la solution de (ICHD . Ainsi, w verifie l’equation de Burgers perturbee : 

w t - vw xx + i((w + v) 2 ) x = 0, 
wj(0) = 0. 

L’avantage de se ramener de l’equation ® a EB est le fait que tous les coefficients de cette 
derniere sont reguliers. Dans la suite on resout l’equation EB- On commence par deux lemmes 
qui portent sur des inegalites fonctionnelles. 

Lemme 3.2. (inegalite de Gagliardo-Niremberg [25] j 

Pour tout (m, (r, q)) £ N* x [1, oo] 2 et (d £ [0, m — 1], il existe C(j3 , q, r, to) > 0 telle que 


(BP) 


(3.2) 


< CIMImMg \ d(/3,q,r,m) = 


1 _ 1 
q r 




Lemme 3.3. Soit to £ N*, q £ [l,oo] et w £ H m+1 . Alors, il existe C(m) > 0 telle que 


(3.3) 


\(d 2m w,d x w 2 )\ < C'||w||^ | e 1 |w| 2 e , 9(m,q) = 


m + ^ + ¥ 


Demonstration. Par la formule de Leibniz, nous avons 


(3.4) 


m 

\(d 2 x m w,d x w 2 )\<C(m)J2 / 

n=0 ^ 


,(n)„.Xm-n) (m+1) 


| dx. 


Nous majorons Pintegrale du membre de droite de (13.41) par Pinegalite de Holder. On obtient 

J !«;(") | P1 | W ( m -n) | P2 IIHU+1, 

avec X + X = D’ou en utilisant (13.21) avec m := m + 1, et r = n puis r = m — n, nous avons 

J \w^w^w^\dx < CWwW^lwl 2 - 6 , 


m+j. 


ou 6 = 6(n,q,pi,m + 1) + 0(m — n,q,p 2 ,m + 1) = j i . De cette derniere inegalite et de la 

m i q i 2 

relation (13. 41) . on deduit (13.31) . □ 
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Theoreme 3.1. Soit m > 1, B m < oo, T > 0 et v £ Xj n . Alors il existe une unique solution 
w £ X^ de m et il existe C m (T,v, ||u||xt') > 0 telle que 


(3.5) 


\w(t)\\xz + 


K*)ll 


m +ldt < Cm- 


Demonstration. Etape 0 : unicite. Soient w',w" £ solutions de (IBPI) et v € X^. Alors w := 
w' — w" verifie l’equation 

w t - vw xx = i((u/ + w" + 2v)w) x> w( 0) = 0. 

En prenant le produit scalaire L 2 de cette equation avec w, et en faisant des integrations par 
partie, nous obtenons 

^IK*)H 2 + HK^IIi = ~\ J KW + w”{t) + 2 v(t))w{t)w x (t)dx. 

En utilisant l’inegalite de Cauchy-Schwarz puis l’injection de H 1 dans L 0 c , et l’inegalite de Young, 
le membre a droite est majore par 

J \(w'(t) + w"(t) + 2v)w(t)w x (t)\dx < 11 ( 11 /(t) + w"it) + 2v(t))w(t)\\ ■ ||in x (t)|| 

< C{^-\\ w {t)\\ 2 + ^\\w{t)\\\). 

Done Jj||u;(t)|| 2 < Ci||u;(t)|| 2 . Comme w(0) = 0, le lemme de Gronwall implique que ||u>(t)|| 2 = 
0. D’ou l’unicite. 

Etape 1 : estimations a priori. Supposons que v £ X^ et que w £ Xj n est la solution de (IBPI) et 
montrons d’abord l’inegalitc (13.51) . ou a gauche, to est remplacer par to = 0. Apres avoir multiplie 
(IBPI) par w et integre en espace, le membre de gauche s’ecrit comme 


J ( w t - vw xx )wdx = —||w(t)|| 2 + v\\w(t)\\\, 


et le membre de droite devient 


— — j{(w + v) 2 ) x wdx = — J ( w 2 w x + v 2 w x + 2 vww x )dx = — J ( v 2 w x + 2 vww x )dx. 

Par l’inegalite de Cauchy-Schwarz puis cellc de Young, et utilisant (12.71) avec k = 0, nous obtenons 
que le terme a droite est borne par 


^IH*)lli + C IMI + ^IHOIIi + c \Mx? 


Kt) II 2 , c = c(i/). 


Done, on a 


-^\\w(t)\\ 2 + p\\w(t)\\l < ci||u||^T||in(t)|| 2 + c 2 ||i;|| 4 Yi t. 


Par le lemme de Gronwall, il en resulte que 


ClIMI vT< 


(3.6) ||w;(t)|| 2 < tc 2 \\v\\ A X Te "" " x i < co(T), 0 <t<T. 

Maintenant, on va utiliser (13.61) pour estimer ||w;(t)| | m . Multiplions l’equation dans (IBPI) par u/ 2m ). 
Alors, par une integration par parties en espace, nous obtenons 


7^IH*)llm + z 'IN i )llm+l < 


jm jra+1 


< 


(in 2 (t) (1) ,«;(t) (2m) ) +2{(wv)(t) lm \w{t) lm+1) ) + (i; 2 (t) (m) , in(t) (m+1) > 


=:/i 


-■I2 


=-Ij 


Par (13.31) (avec 9 = 9(m , 2)), nous avons 

|/i|<c' 1 |Kt)||^ + ° 1 |Kt)|| s 


9 = 


2 TO + 1 
2 to + 2 
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L’inegalite de Young appliquee au membre a droite de cette inegalite implique que 

h < ^\\w(t)\\ 2 m+ i +c' 1 \\w(t)\\ c K 

Nous avons aussi 

h < j|K*)||m+l + C' 2 {\\v\\xT)\\w(t)\\ C *, I 3 < jK^||^ + 1 +C;(|HUT)|Hi)l| 4 - 

Pour estimer I 2 = 2 (wv(t),w x (t)) m: on utilise (12.81) et (13.21) : 

2 (wv(t),w x (t)) m < C||uju(t)|| m ||w(t)|| m+ i < Ci||w(f)|| m ||u(f)|| m ||u>(f)|| m+ i 

<c ro |Kt)|| m |Kt)|| 1 -^|Kt)||^ + f I ) 

et on conclut par l’inegalite de Young. De maniere similaire, on derive une estimation du meme 
type pour Is- En utilisant (13.61) . on a 

(3.7) ~IKt)||^ + Jk*)II™ + i < C {\\v\\ x r)c 0 (TY'. 

Finalement, l’integration de cette relation sur [0,T] permet de conclure a la validite de (13.51) pour 
tout to > 1. 

Etape 2 : approximation de Galerkin. Pour tout N £ N, soit 

ijW = vect{ej, \j\ < N} c H , 

et {w N } la suite des solutions approchees de Galerkin du probleme (IBPI) definie par 

w N (t) = ^ 

|s| <N 

oil les a s (t) sont a determiner. En effet, en substituant w N dans l’equation de (IBPI) et en prenant 
le produit scalaire L 2 dans les deux membres de l’egalite avec 6j. \j\ < N, nous obtenons une EDO 
de la forme : 

(3.8) ^-(t) =-(2Trj) 2 aj(t) + Pj(a(t),t), oy(0) = 0, \j\ < N, 

oil Pj(a,t) est un polynome fini en a = («fc)|fc|<iv et en (wfc(f))fc 6 z*- Done, Pj(a,t) est une fonction 
lisse en a et continue en t, on conclut a l’existence d’une unique solution w N £ C 1 ([0, T N [; H^) 
de (13.81) , oil T N est lc temps maximal d’existence. 

Exactement comme dans l’etape 1, on montre que w N verifie l’inegalite (13.51) et done ||uj Ar (t)|| 
est borne uniformement en N. En particular limsup||uj Ar (t)|| < oo ce qui implique que T N = T. 

t^T N 

Etape 3 : Convergence. En utilisant l’equation (IBPI) . on trouve que {w N } est borne dans l’espace 
de Hilbert 

W m = {u £ L 2 { 0, T; H m+1 ) : u t £ L 2 { 0, T; iT"" 1 )}. 

Comme W m (e L 2 ( 0, T; H m ) [2U Theoreme 5.1], alors il existe une sous-suite {u> Nj } qui converge 
vers w £ W m faiblement dans W m et fortement dans L 2 (0,T\ H m ). On precede comme dans 
[2~T1 pour verifier que w est solution de m et satisfait bien les estimations a priori. De plus, 
W m C [23, done w £ X^. 

La suite {w N } est bornee dans Xj n et H m est relativement compact dans R m_1 . Comme 
{dtW N } est borne dans L 2 (0, T; H m ~ 1 ), alors la suite {w N } est equicontinue dans H m ~ 1 . Done, 
par le theoreme d’Ascoli, {w N } est precompact dans et {w Nj } converge vers w dans X^ l _ 1 

(Nous utiliserons cette convergence plus tard). □ 


Remarque 1. Une version simplifiee de cet argument nous montre que pour tout T > 0, to > 1, 
v £ X^ et z £ l’equation lineaire 


(3.9) 


( w t - VW XX + (vui) x = 2 , 
\ W|t=o = o, 


admet une unique solution w £ X^ verifiant : 


(3.10) 


Mxx<C\\z\\ x t_, C = C(u,T,\\v\\ x t). 
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3.3. Existence et unicite pour Burgers. D’apres le lemme 13.11 et lc theoreme 13.11 on peut 
enoncer le resultat suivant : 

Theoreme 3.2. Pour tout T > 0 m > 1, uq 6 H m et £ G X ^ il existe une unique solution u 
dans X ^ de m, m,m- De plus, u satisfait 

(3.11) IMIIT+ / \\u{t)\\ 2 m+1 dt < Cm, C m = C m (T, v, || u 0 || m , H^llx?;) > 0 

m JO 

3.4. Analyticite du flot. Desormais, nous etudions la regularity de l’application 

H m x X? X%, (uo,0 ► u 

ou u est la solution de dBj , (13.11) avec 77 = d t £. 

Considerons l’equation de la chaleur 

(3.12) w t - vw xx = z, w\ t —o = 0. 

Par la remarque[l] si m > 1 et 0 G Xj n _ l alors (13.121) a une unique solution w G et 

(3.13) \\w\\ x t<C\\z\\ x t_ x , C = C(m, v,T). 

Soit to > 1 et notons par X^ 0 Vensemble{w G Xj n : w(0) =0}, et soit £ l’application definie par 
£ : *£+ ll0 n C 1 (0,T;fT n - 1 ) ->• w ► w t - uw xx . 

Par (13.131) . l’application £ _1 : Xj n _^ Xj n 0 est une immersion continue. On definit l’espace 
= C~ 1 {X r j^_ 1 ) muni de la norme ||u;|| z t = ||£tw||x T 1 qui es t un espace de Banach. Cet 
espace s’injecte continument dans 0 et £ definit une isometrie entre Zj n et X^ l _ 1 . 

Considerons l’equation (IBP1) avec v G X^. Par le theoreme 0 la solution w G X^. Done, 
d x ((w + v ) 2 ) G Xff l _ 1 et w = C~ l (—^d x ((w + v) 2 )) G Z^. Ecrivons (IBPI) comme 

(3.14) ®(w,v) = 0, $(w, v) = w + ^£ _1 o d x ((w + v) 2 ). 

Notons que pour chaque v G Xj n l’equation $(«;, v) = 0 possede une unique solution w G Z^ n . 

Lemme 3.4. Pour tout T > 0 et m > 1, $ definit une application analytique de Zf^ x Xfj) dans 
7 t 

Demonstration. L’application X^ —> Xj n . w \—> (v + w) 2 est analytique car polynomial et conti¬ 
nue m- Comme *—>• X^ 0 alors l’application 

Z m XX m^ Z m’( W ’ V ) ^ (v + w) 2 ^ d x {{w + v) 2 ) I- > £ _1 O d x {{w + v) 2 ) 

est aussi analytique. Done $ est analytique. □ 

Pour tout (w, v ) G Zj n x Xj n , la differentielle de $en»)G Zj rl evaluee en/iG Zj n est l’application 
d w $(w,v)(h) : Z^ —> Z^, telle que d w $(w,v)(h) = h + £ _1 o d x (w + v)h [IT]]. Cette application 
est continue par le lemme [3~~fl 

Lemme 3.5. Pour tout T > 0, m > 1 et ( w , v) G Zf^ x X^, est un isomorphisme de Zj n . 

Demonstration. II est clair que pour tout w,h, g G Zf^ et v G on a d w $>(h) = g si et seulement 
si 

(3.15) ht — i'/i xx + 9 x (w + u)/i = Cg. 

Comme (w + v, Cg) G Xj n x X'f l _ 1 . la remarque |T| implique qu’il existe une unique solution 
h G Xf^ 0 de (13.151) et que l’application X^ —>■ X^ 0 , Cg 1 —> h est continue. □ 

Finalement, par les lemmes 13.41 et 13.51 et la version analytique du theoreme des fonctions 
implicites E3 Appendix B], nous obtenons que l’unique solution w G Z ^ de l’equation $(«;, v) = 0 
est une fonction analytique de v G X^ % . Comme nous avons ecrit la solution u de l’equation de 
Burgers comme u = v + w, on a par le lemme 13.11 le 
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Theoreme 3.3. Soit m > 1 et T > 0. Si u est la solution de (DEfUP avec rj = d t £,, alors 
Vapplication Xi : H m x X^ — > X (uo,£) '—> u est analytique. En particulier Xi est continue. 

On munit l’espace H m x X ^ de la norme : 

\\\UM\\ = \\f\\H^ + \\h\\ X T. 

Proposition 3.1. I’application Xi du theorem, e \ 3 . .91 est localement Lipschitzienne 0. 

Demonstration. Soit to > 1 et T > 0. Nous notons par H mC l’espace de Sobolev complexe (la 
complixification de l’espace H m ). On definit X™ et comme les analogues complexes des 
espaces X ^ et Z 

En utilisant la version analytique complexe du theoreme des fonctions implicites EH Appendix 
B], nous trouvons que si w' £ Z™, v' £ X™ et <b(w/,t/) = 0 (cf. (13.141) ') alors w’ est une 
fonction analytique de v', et il existe e = e{v') > 0 telle que l’application v' \—>• w'(v') verifiant 
v') = 0 se prolonge en une application analytique complexe : 

$ : B e v , := {i> £ X™ : ||t> — v'\\ x tc < e} -> Z™, 

qui est bornee en norme par une Constance K(v') > 0. De plus, nous pouvons choisir e = 
£(||i/||,Yrc) et K = K(\\v'\\ x tc) telles que e, K soient des fonctions continues positives. Done, 
il existe e, K £ C(M + ,M + ) tels que l’application Xi du theoreme 13.31 se prolonge en une applica¬ 
tion analytique complexe : 

(3.16) A i:O c ^ A™, 

ou O c = {u 0 £ H mC : ||Imuo||m < e(|| Reu 0 || m )} x {£ G X™ : ||Im£|| X Tc < e(|| Re£|| X Tc)}, 
et telle que ||A4(u 0 ,£)ILy£ c < A'(|| u 0 \\ H mc + ||^ILy™)- Chaque couple (u 0 ,£) £ H m x X^ se 
plonge dans O c C H mC x X™ avec son voisinage complexe de rayon £(|||(uo,£)|||). Done, par 
l’analyticite de (13.161) et l’inegalite de Cauchy m Section VILA], nous avons que pour tout 
u 0 £ H m et £ £ X((( : 

\\dXi{u 0 ,C)\\ Hmx xr,xT < min(e(||u 0 |U),£(||£||xt )) _1 K(\\ u 0 || ff mc + ||CIU™). 

Done, Xit est localement Lipschitzienne. □ 

Pour t £ [0, T] et m > 1, nous notons par Xit l’application 

(3.17) Xit : H m x X^ -> H m , (u 0 , £) —► u(t) = A4| i=const . 

Elle est analytique par le theoreme 13.31 
Parfois, on notera 

u(-;u 0 ,£) = A4(u 0 ,0 

la solution de JB]), (13.11) avec rj = d t £, et on notera 

u w (-;u 0 ) = A4(u 0 ,C w ) 

la solution de ©, m, ED- 

4. Principe du maximum de Kruzkov 

Le but de cette section est d’estimer u, u x et u+ := max(0, u x ), en se basant sur la methode de 
Kruzkov m- Commengons avec un lemme evident. 

Lemme 4.1. Si f £ C 1 (S 1 ;R) telle que f sl f(x)dx — 0 et f(x) < c* pour tout x. Alors |/|oo < c* 
et l/'li < 2c*. 

Le theoreme suivant nous fournit des estimations portant sur u x (i), u(t) dans Loo, et sur u x (t) 
dans L\. 

2. C’est a dire, il existe une fonction C £ CfJR’V: IRT) telle que pour tout uo 11 (| £ H rn et. £ £ Xj n : 

l|XI(u 0 ,O - X<(uo,^')|| x t < C'(max(|||uo,$|||,|||uo,^ , |||)[[[(uo,0 - (uo,^')||J. 
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Theoreme 4.1. Soit B 4 < 00 , T > 0, t £ [0, T] ef u(i, a;) solution de 6J), \3.1\) avec rj(t,x ) = 
dtf;(t,x), £ £ Xj et u(0) £ H 1 . Alors, il existe C{T ) > 0 independante de uo et de v £ (0,1], telle 
que pour tout 6 £ (0, T] 

(4.1) sup |u+(i,-)|oo < Ce-\l + ||£||*j), 

e<t<T 

(4.2) sup (|u(V)|oo + |u x (t,-)|i) < C0 _1 (1 + ||£||*t). 

9<t<T 

Demonstration. Pour simplifier les notations, nous supposons que T = 2. Supposons d’abord que 
u(0) £ H 4 . Alors, le theoreme 13.21 imuliaue que u £ Xj . On se propose d’ecrire la solution u de 
®, mi,HSU) comme 

u = £ + v. 

Par consequent, v est solution de 

(4.3) v t + u Ua, ~vv xx = v£ xx . 

On derive cette equation par rapport a r et on multiplie par t , on trouve 

(4.4) tvt x d - t(u x uu ra ) = vtv xxx + vtt^xxx. 

On pose w := tv x et on reecrit 631) comme 

(4.5) (w t - v x ) +tul +{tu£xx +uw x ) = VW XX + vtixxx- 

Maintenant, on considere la fonction w(t, x) sur le cylindre Q = [0,2] x S 1 . Comme u>| t=0 = 0 
et f w(x)dx = 0 alors, soit w est identiquement nulle, soit w atteint son maximum M > 0 en 
(ti,x\) £ Q avec t\ > 0. Si w est identiquement nulle alors v x (t,x) = 0, et v(t,x) = 0 sur Q. 
D’oii (14.11) et (14.21) . Maintenant, supposons que w atteint son maximum M > 0 en (ti,xi) £ Q et 
notons 

(4.6) K := max(l, max |^(t,-)|c3(si))- 
Alors 

K < max(l, C||£(t, OIIaj) < 00 , C > 0 

Demontrons que 

(4.7) M < 9 K. 

Par un raisonnement par l’absurde, supposons que M > 9AT. Comme £,u £ Aj, on trouve de 
l’equation (14.51) que Wt,w x ,w xx £ C(Q ) [l2j. Alors les conditions d’optimalite impliquent que 

(4.8) wt > 0, ui x = 0 et w xx <0 au point (t\,xi). 

Par (14.81) et (|4.5p . on a au point (t\,x\), la relation 

‘Ox “b l U-E 4Au£xX < Vtfc'XXX' 

On multiplie cette derniere inegalite par t et en utilisant le fait que w(t\,xi) = M et t 2 u 2 = 
(w + f£ x ) 2 , nous avons au point (ti,x\), 

(4.9) — M + (M 4 - t £ x ) 2 4- t 2 u£ xx < vt 2 ^ XX x- 
Comme t < 2, par m on a 

(4.10) \tdD(\<2K, j = 0,... ,3. 

De plus, 

(4.11) (M + t £ x ) 2 > (M — 2K) 2 , au point (fi, aq), 

car M > 2 K. De plus, f sl tv(x)dx = 0 et tv x = w < M, alors le lennne FTTl impliaue que |tu| < M, 
ce qui entraine 

(4.12) \tu\<\t£\+M <2K + M, V(i,i)eQ, 
et 

|t 2 u^ x | = |(fu)(i£ xx )| < (2 K + M){2K), V(f, x) £ Q. 
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Comme vt 2 ^ xxx < 4K, alors en utilisant (14.121) . on en deduit que 

—M + (M- 2 K ) 2 < 2K(2K + M) + 4K, 

Cette derniere relation implique que M < 6 K + 2. Comme M > 9 K et K > 1 alors 6 K + 2 < 9 K. 
D’ou la contradiction, et (ED est etabli. 

Comme tu x = w + t£ x et M < 9 K, alors pour tout (t, x) £ Q, on a t u x < 11 K. Done, u satisfait 
(14.111 si u(0) £ H 4 . Encore une fois, le lemme H~T1 imoliaue que 

t|u|oo,t|u x |i < 22K < 22(1 + H^Hxj)) 

e’est-a-dire, u satisfait (14.21) si u(0) £ H 4 . 

Maintenant, supposons que u(0) £ H 1 est montrons que la solution u £ H 1 de (0 verifie bien 
ED et (14.21) . Choisissons une suite {u J (0)}jgN 6 H 4 qui converge vers u(0) dans H 1 . Pour chaque 
j £ N, u J (0) definit une solution u J £ H 4 de dBj qui satisfait (par ce qui precede) (14.11) et (14.21) . 
Par consequent, pour tout x £ S 1 

(4.13) |u+(t,ir)| < |u+(t,a:) -u 3 x + {t,x)\ + C(1 + ||^|| x r), C > 0. 

Par le theoreme 13.31 avec m = 1, 

(4.14) u^(t, •) —> u(t, •) dans H 1 . 

D’ici (u^,(t,x)} converge (a extraction d’une sous-suite) vers u X (t,x) p.p en x. En passant a la 
limite dans (14.131) auand i —> +oo nous obtenons aue lu+ft-xll < C(1 + |lfl| v t) d.d. et ED est 
verifiee. 

La convergence (14.141) et le fait que (14.21) est vrai pour u J implique que (14.21) reste vrai pour 
u. □ 

Par le theoreme l2.2l et le theoreme 14.II nous avons immediatement le : 

Corollaire 4.1. Si < oo et u(0) £ H 1 , alors pour tout p > 1 et 0 < 6 < T, il existe 
C(p,T, B 4 ) > 0 telle que 

E[ sup |u i(t,-)U<Ce~r, 

6<t<T 

E[ sup (| u(i, -)ISo + I Uz(C •)!?)] < ce~ p . 

6<t<T 

5. Loi DE LA SOLUTION U ET LES DEUX SEMI GROUPES DE MARKOV 

Soit (X, Bx) et (Y, By) deux espaces mesurables. Par exemple, X et Y sont deux sous-ensembles 
fermes d’espaces de Banach, munis de leurs tribus Borelicnnes [28]. Soit F : X — > Y une application 
mesurable. Notons par P(X, Bx) (resp. P(Y, By)) l’espace des mesures de probabilites sur (X, Bx) 
(resp. (Y,By)). Rappelons [28] que F definit l’application 

F* : V(X,B x ) —t V(Y,By), m^Fom, 

ou pour tout Q £ By : (F o m)(Q) = m(F~ 1 (Q)). L’application F* est lineaire dans le sens oil : 
(5.1) F*(a?ni + (1 — < 2 ) 7712 ) = aF*(mi) + (1 — a)F*(rri 2 ), 

pour tout mi, m 2 £ V(X,Bx) et a £ [0,1]. 

Lemme 5.1. |28| Soient X etY deux espaces de Banach separables et p £ F(X). Alors, il existe 
une variable aleatoire e : D —> X telle que sa loi, notee F(c), est egale a p,. De plus, si F : X —> Y 
est une application mesurable, alors F o p = D(F o g). 

Soit m > 0. On munit l’espace de Banach separable de sa tribu Borelienne B : = B x t. 
On note par V(X^ l ) l’espace des mesures de probabilite Boreliennes sur (X^,B), et par C;,(X^) 
l’espace des fonctions continues et bornees sur X^ muni de la norme de convergence uniforme 
in. On rappelle ftheoreme 12.21) que si B m < 00 , m > 1, alors definit une variable aleatoire 
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£ : 12 —> X^. Sa loi, notee X>(£“), est la mesure n = £ o IP, c’est-a-dire, la mesure telle que pour 
tout Q G B(X^) : 7 r(Q) = P{w : G Q}. Alors, pour tout / G on a 


</>> := / /(67r(d0 = / /(nP(do;) = E[/(r)], 


(voir [25]). Soit / G (X^)*, c’est-a-dire, / est une forme lineaire continue sur Xj n . Comme les 
processus {/3 S } sont independants, alors 


/ O 7T = T> 



b s p“{t)e s {x) 


= V 


X b sf(Ps(t) e s(x)) ) = 7Tl*7r 2 *-- - . 


\S(zlL* 


Ici 7 Tj = T> (bjf^ejPj 1 )) et * est la convolution des mesures. Comme les ttj sont des mesures 
Gaussiennes alors f on Test aussi [28] . C’est a dire, 7r est une mesure Gaussienne dans l’espace de 
Banach Xj n m , m- Comme i\j depend seulement de /, b s et de la loi de /3% alors 

(5.2) 7r depend seulement de la suite { bk , k G Z*}. 


Notons qu’on peut obtenir (12.91) comme consequence du celebre theoreme de Fernique qui affirme 
que si ^ est une mesure Gaussienne dans un espace de Banach A, alors il existe un reel positif a 
tel que 

f e WMI x )^dx) < oo (voir [6] , (201 ). 

J x 

Soit B m < oo, m > 1. Considerons le probleme de Cauchy (iBl) . (11.31) . (13.11) . Soit m 0 G V(H m ) 
et Uq G H m une variable aleatoire independante de telle que X>(uq) = mo (lemme l5Jl) . Alors 


V(H m x Xl) 3 2>«,r) = mo x 


On note dans la suite £>(£") par 7r. On supposera 7r fixe et on etudie la dependance de la loi de la 
solution u“(i, a;) du probleme de Cauchy par rapport a mo- On designe par u^ (t: Ug) la solution 
issue de Ug a l’instant t, et on construit l’application S* definie par : 

s; : V(H m ) -3 V{H m ), mo^Mto (m 0 x tt) := 2?(u“(*;<)), 

(cf. theoreme l3.3l et (13.171) '). L’application S* est lineaire (cf. (15.ID ). 


Lemme 5.2. Soient u^ une solution de $B\) avec 77 “ = dt£ u , £ u (t,x) = b a /3%(t)e a (x), et 

sez* 

{/3 a (t), s G Z*} sont des processus de Wiener standard independants. Soit u“(0) = Ug G H m une 
variable aleatoire independante de £“ telle que 2?(ug) = mo- Alors T>{\\(t)) = S t *(mo), pour tout 
t G (0, T). 


Demonstration. Par le theoreme 13.31 nous avons u w (t) = Adt(iig,£ w ), et par le lemme 15.11 nous 
obtenons que V(u(t)) = Mt o 23(ug , £ t u ). Etant donne (15.2D et comme Ug est independante de , 
alors 

= T>$%) x V(t) = m 0 xn. 

Done, T>(u(t)) = A it o (mo x 7 r) = S*(mo). □ 


Si uo :=»G H rn est independante de w, alors 2?(uo) = S v G V(H m ) est la mesure de Dirac et 
Sf(6 v ) = T>(u(t;v)). On considere l’application 

S : R+ x H m -3 V(H m ), (t,v) s3 S?(6 V ) = D(u(i;u)) = E t (u). 

Elle est appelee : la fonction de transition de Markov. 

Theoreme 5.1. Sq = Id et pour tout t\,tz > 0 : 

(5-3) s* ti o s; 2 = s; 1+t2 . 

On dit que {5 ( *}t>o est le semi groupe de Markov dans V(H m ) de l’equation (IBl) . 
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Demonstration. La premiere affirmation est evidente. Pour demontrer la derniere, on fixe ti , t 2 > 0 
et on pose pt := 2?(u“(ti; Ug)) pour i = 1,2. Notons v(t,x) = u(t\ + i;ug). Alors v verifie le 
probleme de Cauchy 

( v t +vv x -vv xx =r] u , 

\ v(0,x)=v o , 

ou rj u (t,x) = r] u {ti +t, x) et vq = u(fi;ug). C’est a dire, 

rj u {t,x) = dt(^(ti +t,x )) = d t (£“(t i + t,x)- £ u (ti,x)) := d t (C J (t,x)). 
et 

C(t,x) = + ^{t-!))e s {x). 

s£Z* 

Comme {/?“} sont des processus de Wiener standards independants alors {/3“(t+ti) — /3“(fi)} Test 
aussi (appendice A). Ainsi, nous avons que 2?(£ w ) = £>(£"). La variable aleatoire Ug = u(ti,Ug) 
ne depend que de Ug et (£ w (i), 0 <t<ti). Par consequent, elle est independante des increments 
(£“(ti + 1) — ^(ti),t > 0) (qui sont independants de Ug et des (£ w (t),0 < t < ti)). Done, par le 
lemme El on a que 

V{v{t 2 ))=S*M=S* t2 oSl{mo). 

Comme D(v(t 2 )) = X>(u(fi +t 2 );ng) = Sf 1+ta {pi), alors nous obtenons (15.31) . □ 

Notons par L b {H m ) l’espace vectoriel des fonctions bornees sur H m , et pour tout t > 0, 
considerons l’application St : C b (H m ) —»■ L b (H m ) definie par 

(5-4) S t f(v)~E[f(n(t;v)}, f £ C b (H m ), v £ H m . 

Par definition de St, on a 

(5.5) S t f(v) = (/, D(u(t; n))) = {f,M t o (S v x tt)) = (f,T, t {v))). 

Theoreme 5.2. Soit m > 1 et t > 0. Alors 


(1) S t (C b (H m ))cC b (H m ). 

(2) L ’application S t est lineaire et positive. 

(3) L’application St : C b (H m ) —> C b {H m ) est continue et sa norme est egale a, 1. 

(4) Pour tout f £ C b (H m ) et p dans V(H m ) nous avons que 

(5-6) <■ S t f,p)={f,S* t {p )>. 


Demonstration. 1) Si / £ C b (H m ) alors par (15.41) : 

S t f(v) = E[/(u(i; v)] = E[/ o M t (v, C )]. 

Si v n —> v dans H m alors pour chaque u>, foJ\At(v n ,ti u ) —> /o_A4 t («,£“) dans H m (car foMt est 
continue). Alors, par le theoreme de convergence dominee de Lebesgue : Stf{y n ) —> Stf(v), done 
S t f£C b (H m ). 

2) La linearite et la positivite de St sont evidentes. 

3) La relation 5 t l = 1 ou l(u) = 1 pour tout u est triviale. Soit / dans C b (H m ) et notons par 
d= ||/||. Alors 

~dl < f <dl. 

En utilisant la positivite de S t et cette relation nous avons que — dl < S t f < dl, d’ici \\S t f\ \ < \ \f\ |. 
Done \St\c b ,Cb — 1) e t St est continue. Finalement, comme St 1 = 1 alors \St\c b ,Cb = 1- 
3) Nous avons 

{f, St ill)) = ( f,M t o(/ix t r)) = (foM t ,px 7r). 

Puis par le theoreme de Fubini : 


x tt) 




(/° M t ){v,£)n(d£)p(dv) = ( S t f,p )• 
(Stf)v 


□ 
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On demontre dans ce qui suit que la famille d’operateurs {S t ,t > 0} forment un semi groupe. 
Theoreme 5.3. Nous avons Sq = Id et pour tout ti,t 2 > 0 

(5.7) S tl o S t2 = S tl+t2 . 

On dit que {<St}t>o est le semi groupe de Markov dans Cb(H m ) de l’equation (TBI) . 

Demonstration. Soit t\,t 2 > 0, / £ Cb(H m ) et v £ H m . Par le theoreme 15.21 on a ( S tl+ t 2 f)v = 
(/, S* 1 +ta (S v )) et par le theoreme O (/, 5 t * +t2 (£„)) = (/, S t * o S t * (<S„)). Encore une fois par 
le theoreme [O] (/, o S* 2 (S V )) = (S tl f, Sf 2 (5 V )) = (S t2 o S tl f,S v ). Finalement (S tl+ t 2 f)v = 
(S ta oS tl f)v. □ 

Theoreme 5.4. (Relation de Kolmogorov-Chapman) 

Pour tout ti , t 2 > 0, m >1 et v £ H m , on a 

(5.8) Y, tl +t 2 (v) = J (Z t 3 (u))'E tl (v)(du). 

Ici, I’integrale de droite est Vintegrale de la fonction u i —> E t2 (u) £ V(H m ) par rapport a la 
mesure E tl (v) [5]. Alors, pour tout f £ Cb(H m ) : 

(5-9) S tl+t 2 f(v) = (E tl+ t 2 (v),f) = J (T,t 2 (u), f)T, tl (v)(du). 

Demonstration. L’integrale a droite de (15.91) est egale a f St 2 f(u)S tl (v)(du ) = (£{, o ft a /) («)• 
Alors, (15.91) est une consequence de (15.71) . Comme les termes a gauche et a droite de (15.91) sont les 
integrates d’une fonction arbitraire / £ Cb(H m ) par rapport aux deux mesures definies dans (15.81) . 
alors (15.81) est une consequence de (15.91) . 

□ 


Le theoreme 15.41 peut etre generalise : 


Proposition 5.1. Pour tout ti,t 2 > 0, m > 1 et v £ H m , si f £ Cb(H m ) et <f> est une fonction 
bornee et mesurable sur X , alors 

(5.10) E[4>(u(r; u)| re[0 , tl] )/(u(ti + t 2 ; u))] = E[$(u(r; v)\ T€[Q)tl] )(E t2 (u(ii; v)), /)]. 

Notons que (15.101) est egale a (15.91) si $ = 1. 


Demonstration. Nous raisonnons comme dans la demonstration du theoreme 15.II Considerons des 
espaces de probabilite (12*, Fi,Pi ), * = 1,2, et (ft,K,P) = (ft± x fl 2 , ,T\ x T 2 , Pi x P 2 ). Soit {/?“% 
s £ Z*}, i = 1,2, des processus de Wiener standard independants definies sur (12*, Jq,Pj) ,* = 1,2. 
Pour ti,t 2 > 0 et u> = (coi,u; 2 ) £ 12, on pose : 


K(t) 


P Pit), 0 <t<h 
(3^(t\) +(3^(t~ti), *i <t<t 2 , 


qui sont des processus de Wiener standard independants. On choisit cette forme de {/?“, s £ Z*} 
pour la force £ (voir (11.31) 1. Dans ce cas, pour 0 < t < t\ t la solution u“(t; v ) = u Wl (t; v ) ne depend 
pas de ui 2 , et pour t± <t< t 2 , l’equation pour u u (t~,v) depend seulement de uj 2 . Done, 


u w (ti +t;v) = u“ 2 (2; u Wl (ti;?;)), 
et l’integrale a gauche de (15.101) s’ecrit : 

[ $(u w (r;u)| re [o,t 1 ])/(u w (ti + t 2 -,v)P(dw) 

J n 

= [ I 4 > (u Wl (T;i;)| Te [o, tl ])/(u“ 1 ’“ 2 (ti +t 2 ;v)P 1 (du 1 )P 2 (du} 2 ) 

JJ£l 2 

= [ ([ f(u“ 2 (t 2 ]vC 1 (t 1 ;v))V 2 (dw 2 )\ $(u aJl (T;u)| rg[0jil] )Pi(dwi) 
Jfi 2 J 

= f (S t 2 (u(ti;u)),/)$(u w (r;i;)| re[ o, tl ])P(du;). 

Jn 
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Et (15.101) est verifie. □ 

Le theoreme l5.1l et (15.91) impliquent que pour 0 < fq < t\ + t 2 et pour chaque donnee initiale Uq 
independante de la force rf de la forme (11.31) . la loi de la solution u(ti -M 2 ; uo) est une fonction qui 
depend seulement de la loi de u(fi;uo). On appelle cela : la propriete de Markov. C’est la raison 
pour laquelle il est plus facile d’etudier l’equation de Burgers stochastique avec une force rj u qui 
est un bruit blanc plutot qu’avec une autre force aleatoire. 

6. Convergence faible de mesures 

On rappelle ici quelques resultats sur la notion de convergence faible de mesures 0, in, in- 
Soit X un espace de Banach separable, Ox C X un ferme (par exemple, Ox = X). On note 

L(O x ) ■= {/ G C b (O x ) '■ Lip(f) < oo}, 

ou Lip(f) designe la constante de Lipschitz de /. L’espace L(Ox) muni de la norme 

II/IIl = II/IU(*) :=\\f\\ + Lip(f) 

est un espace de Banach non separable mm- 

Definition 6.1. On dit qu’une suite {p n } C V{Ox) converge faiblement vers p G V(Ox), ct on 
note p n —>■ p, si et seulement si 

V/ G C b {Ox) : (PnJ)^(pJ). 

La convergence p n — p n’implique pas la convergence de p n (Q) vers p{Q), Q G B(Ox). 
Pourtant 

(6.1) Pn(Q) > lim sup^ n (Q), si Q est ferme et p n p (voir 0, [IT] - EH])- 

n—^-\- oo 

Definition 6.2. Si p et v sont des elements de V(Ox), alors la distance Lipschitz-duale (ou 
Lip-duale) entre p et v est definie par 

*l(x) : = SU P «/>m) - (/»)■ 

II/IU(X)<1 

Le theoreme suivant du a Kantorovitch caracterise la convergence faible de mesures par la 
distance Lipschitz-duale m- 

Theoreme 6.1. Soit X un espace de Banach separable, Ox C X un ferme. Alors 

(1) (V(Ox), || • ll/qjf)) es t un espace metrique complet. 

(2) Si {p n } C V(Ox) ct p G V(Ox) alors 

Pn P ||Mn - lA\*L(X) °- 

Theoreme 6.2. Pour tout t > 0 et m > 1, I’application S( : V(H m ) —> V(H m ) est faiblement 
continue, c’est-a-dire, si p n —^ p alors Sfp n — 1 Sfp. 

Demonstration. Soit p n — 1 p et / G Cb(H m ). On a par (15.61) : (S(p n , f) = (p n , Stf) et (Sf p, f) = 
(, P,S t f )■ Comme S t f G C b (H m ), on a (p n ,S t f) —t ( p,S t f ). Done, Sfp n Sfp. □ 

Definition 6.3. Soit M un ensemble de mesures de V(Ox)- 

(1) M est dit tendu, si pour tout e > 0, il existe un compact I\ e C Ox tel que 

p(K e ) > 1 — e, Mp G M. 

(2) M est dit faiblement relativement compact, si toute suite {p n } C M admet une sous-suite 
faiblement convergente dans V[Ox)- 

Le theoreme suivant du a Prokhorov caracterise les ensembles de mesures faiblement relative¬ 
ment compact 0, m, m- 

Theoreme 6.3. Un ensemble de mesures M C V{Ox) est tendu si et seulement si M est faible¬ 
ment relativement compact. 
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7. Bornes superieures pour les normes Sobolev de u 


Dans la suite nous supposerons toujours que B 4 < 00 . 

Le but de cette section est d’estimer l’esperance mathematique des normes E[|| u(t)||^J, m > 1, 
de la solution u (t) de JB|) uniformement enz/£ (0,1] et en uo £ H 1 . 

On se donne u £ X ^ solution de (|Bj). et on rappelle brievement la formule d’lto m, m, m- 
Soit / une fonction sur H m de classe C 2 . Alois la formule d’lto implique que0 

df{u(t))L(u(t)) + i b 2 s d 2 f( uW)(e s ,e s ) , 

Z sGZ* 

ou L(u) = i/Un-uUj. La relation (17.111 est une egalite formelle. Elle devient une affirmation 
rigoureuse si on suppose des restrictions sur / [23:, Appendix A7]. Nous discuterons cela plus tard. 
Soit x £ R + , on note par |~x~| la partie entiere par exces de x : 

\x\ = min{) £ N : l > x}. 

Theoreme 7.1. SoitT > 9 > 0, m > 1 et v £ (0,1]. Si B |- m -| < 00 , alors il existe C m (9, B ^ m ^, B<±) > 
0 telle que your tout uo £ H 1 , la solution u de (B\), HI. 31) . Jff.ll) satisfait 

(7.2) E[||u(t)||^] <C m v-^ m ~ x \ \/9 <t <T. 

Demonstration. Par C m j, c m , C' m] . ... etc, nous notons des constantes positives qui ne dependent 
que de m, 9, B 4 et B^ m y On supposera d’abord que m £ N*. 

i) En premier lieu, nous presentons une preuve basee sur une application formelle de la formule 
EH et nous expliquerons plus tard comment convertir cet argument en une preuve rigoureuse. 
Supposons d’abord que uo £ H m , alors la solution u = u“ £ X ^ (cf. theoreme 13.21) pour chaque 
10 . 

On applique (17.11) a la fonction /(u) = ||u||^ = ((—A) m u, u). On a df(u)v = 2((—A ) m u,v) et 
d 2 /(u)(e s , e s ) = 2((—A) m e s ,e s ) = (2ns) 2 m (e s ,e s ) = (27rs) 2m , done (17.11) s’ecrit comme 

(7.3) |E[| \u\\ 2 m ] = -E[((-A ) m u,u 2 }] - 2«/E[<(-A) m u, (-A) u>] + B m , 
oil B m = (2 n) 2 m B m = ^ b 2 s (2its) 2m . 


(7.1) 


dt 


E[/(u(t))] = E 


Par le lemme HOI (avec q = 00), et le fait que | u |oo < | u x |i, nous avons 


(7.4) |E[((—A)" 1 u, d x u 2 )] | < C m E[| | u | 

L’inegalite de Holder appliquee au membre a droite avec p = rn+ 
que pour tout 9' := | <t <T : 


“ +1 lu l 2_Q 

m+ll Il 


2 TO — 1 


a = 


2 m + 1 

2 ^—, et le corollaire l4. II impliauent 


E[| u x | 2_Q || u l|Q+1 


ra+lJ — 


] < (e[| u x |f““ )9m ]) (E[|| u||^ +1 ])- < (E[|| u \\ 2 m+1 })^ 


On pose Xj(t) = E[|| u || 2 ], j £ N*. D’apres les estimations precedentes, la relation (17.31) s’ecrit 


(7.5) 


—j^Xm{t) < B m — 2vX rn+ i (t) + C m X m+ i{t) 2m +!, 9' <t <T. 


Comme precedemment, l’inegalite (13.21) (avec 9(m, oo,2,m+ 1)), celle de Holder et le corollaire 
14.11 impliauent que : 

X m (t) < C ml X m+1 (t)w (E[| u x I?]) 6 < C m2 X m+1 {i )^, 
pour des constantes convenables a, b > 0, si 9' < t < T. Alors 
(7.6) X m+1 (t) > C m3 X m (t)^, 9' <t <T. 

La relation EH s’ ecrit pour tout 9' <t <T : 
d 


(7.7) 


dt 


Xm(t) < B m — X m+1 (t) 2 -+i (2oX m+1 (t) 2 -+i - C m ) . 


3. Dans le sens ou la relation 1711 ) est l’esperance de la formule d’lto. 
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Fixons /? > 1 et supposons que 

(7.8) 3It. £ (2 d\ T} tel que X m (U) > =: Y. 

Soit s = (,-<, s £ [0, £*]. Alois, nous avons de (17.71) : 

(7.9) ^X m (s) ~ ~ B ' m + X ™+i( s )^ (2uX m+1 (s)^r _ C7 m ) . 
Si X m (s) > y, alors par m 

1 

2vX m+1 {s)^ - Cm > 2v ( 'c m3 X m (s )a^i) 2 ™ +1 - C m 

> 2 - Cm := if m 03). 




Choisissons /3o 7§> 1 telle que K m (@) > 1 pour _ _ 

X m (s) > Y on deduit que 

1 2 777 . 

(7.10) J t X m(s) > -^ + A m+ i(s)^TTA m (/3) > X + C^ 1 !™^)^^^) > 0, 
ou la derniere inegalite est valide si /3 q 1- D’apres <|7.8I) et (17.101) . nous obtenons que 


(7.11) la fonction s 1 —> X m {s ) est croissante sur [0, £*] et est minoree par Y. 


En effet, supposons que la fonction n’est pas minoree par Y partout, et trouvons le premier temps 
Si tel que que X m (s 1 ) = Y. Par (17.81) . Si > 0. Done j^X m (s)\ s=Sl < 0, et ceci contredit (17.101) . 
Comme X m > Y, alors s 1 —> X m (s) est croissante par (17.101) . 

Par (17.111) . (17.91) et (17.101) . nous avons pour tout s £ [0,£*] : 


^ X m(s) > + Cm3 


^Xm(s)^KmW) > -C^X m {s)^K m {P), 


si /3q 1. Cette derniere inegalite implique que 


j t (*.»«“) s =■■ -CM?). 

En integrant cette derniere relation en temps entre 0 et s et en utilisant (17.111) , on a 


Ara(s) 2m 1 < — C m AKm{P)s + X m (0) 2m 1 < — C m A K m (/?) s + /? 2m 1 V- 


Comme v < 1, nous pouvons trouver un s' £ (0,f*] tel que A m (s') 2m - 1 = 0, si /3q 1. D’ou la 

contradiction, car A m (s') 2 ™ T7T > 0. Done, EH est fausse si f} est suffisamment grand. Ainsi, nous 
obtenons EH avec C m = ft, si uo £ H m . 

ii) Supposons que uo £ H 1 . Alors il existe une suite {ug} je N C H m qui converge fortement vers 
uo dans H 1 . Par le theoremc 13.31 pour chaque oj, la solution u(f, Uq) converge fortement dans H 1 
vers la solution u(t;uo) pour tout 0 < t < T. Par i), la relation (17.21) est deja verifiee pour les 
solutions u(t, Uq). Pour N £ N, notons par IIjv le projecteur de Galerkin tel que 


IIjv(u(a:)) = ^2 u s e s {x), 

\s\<N 


et considerons la fonction /jv(u) = / (IIjv(u(a;))) A N , /(u) = || u ||^. Alors : 

a) f N £ CbiH 1 ) et f N > 0, 

b) /jv(u) —> /(u) < oo, pour tout u £ H 1 . 

N —>+oo 

Par i), a) et le theoreme de convergence dominee de Lebesgue, nous avons 

E LMu(f;u 0 )] = lim [/jv(u(£; Uq))] < 4 l u _(2m_1) , V7V £ N. 
>- + 00 

En utilisant cette relation et le lemme de Fatou, nous obtenons 


2 
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iii) La demonstration du theoreme est finie, si to £ N*. Maintenant, on suppose que to > 1 et 
to ^ N*. Alors, il existe j £ N* et s £ (0,1) tels que m = j + s et [to] = j + 1. Par l’inegalite 
d’interpolation et cellc de Holder, nous avons 

IE [|| u 11^] < IE [|| u ||f +1 ] s E [| | u 11^] . 

Comme (17.21) est etablie pour m = j et to = j + 1, alors le terme de droite de cette inegalite est 
majore par C ro z'- ((2y+1] - 1)s+[2j '- 1][1 - sl) = C rn v-^ 2m - r >. 

iv) II reste a justifier l’application de la formule de Ito (17.11) . D’abord, soit uo £ H m+2 et B m+2 < 
oo. Soient {ir v , N > 1} les approximations de Galerkin pour u. Elies convergent faiblement vers u 
dans l’espace X ^ +2 et fortement dans Xj n+l . pour tout ui (cf. preuve du theoreme ld.il) . Considerons 
l’equation satisfaite par u N : 

(7.12) a t u N +Il N (u N u2)-vv£ x =dtIl N ?’. 

C’est une equation stochastique dans R 2JV telle que l’equation libre qui lui est associee possede 
une fonction de Lyapunov quadratique || u N || 2 . Alors, la formule d’lto appliquee a (17.121) avec la 
fonctionnelle quadratique /(u) = ||u||^ implique la relation (17.31) avec u = u w et B' m remplace 
par X] b 2 s { 2 TT S ) 2m , voir [T8] . 

|s|<A 

Utilisant le lemme de Fatou, nous passons a la limite dans (17.12|) et obtenons (17.21) si uo £ H m+2 
et B m+2 < oo. 

Finalement, si Uo £ H 1 et B m < oo, alors nous approchons uo par {uq} C H m+2 , et pour 
j = 1, 2,..., nous definissons la suite {bi, s £ Z*} par la relation : W s = b s si |s| < j, sinon V s = 0. 
II est clair que B m+2 {(&i}) < +oo pour chaque j. On definit utilisant la suite V s . Par les 
resultats de la section 2, il existe une suite ri\ , n 2 ,... telle que converge p.p vers dans Xj n 
quand rij tend vers +oo. Alors u(-, Uq J , converge p.p vers u(-,uo,C“) dans l’espace Xj n (voir 
le theoremc l3.3l) . Ainsi, la relation (17.21) est justifiee pour les solutions u(-, Ug J , £ nJ “). Nous passons 
a la limite rij —> +oo (cf. ii)) pour obtenir le resultat. 

□ 


Par le theoreme 17. II 

(7.13) si B±,B ^ m -1 < oo, to > 1, uo £ H 1 et t > 0, alors P(u(f, uo) £ H m ) = 1. 

Corollaire 7.1. Sous les conditions du theoreme \7.1[ pour tout to, k > 1, il existe C(k,m,6) > 0 
telle que 

(7.14) E[||u(t)||£ l ] < Ci/-^ 2 ™- 1 ), Vt > 9. 


Demonstration, i) Supposons d’abord que m £ N*. Pour N* 9 s > m et par le lemme 13721 nous 
avons 


E[l|u(t)||£,] < CHE f||u(t)||5 A »*C->|u(t)|^ 1 




^m(^) — 


2 TO — 1 
2s — 1 


ou C = C(m,k,s) > 0. Choisissons s sufhsamment grand tel que k\ m (s) < 2. Par l’inegalite de 
Holder, le terme de droite est borne par 


C'E [||u(i)|| = 




E[|u(t)|So 


avec C"(to, k, s),a(m, k, s), b(m, k, s ) > 0. Done, en utilisant (17.21) . nous obtenons (17.141) . 

ii) Si to n’est pas un entier, alors nous raisonnons comme dans l’etape iii) de la demonstration 
du theoreme P 

□ 


8. Bilan de l’energie et bornes inferieures 
Si dans l’identite d’lto (El) on prend f(u(t)) = ||| u(t)|| 2 , alors pour tout t > 0 
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On integre cette egalite entre T > 1 et T + a (a > 0) : 

1 1 fT+cr 

(8.1) _ E [||u(T + ( 7)|| 2 ]^-E[||u(T)|| 2 ]+u J' E[|| u(s)\\j}ds = -B 0 

La relation (18.11) est appelee bilan de I’energie. Le terme iE[|| u(t)|| 2 ] est appele I’energie de u (t), 
et E[|| u(s)||f] est le taux de dissipation de I’energie. 

Le theoreme suivant nous donne une encadrement du taux de dissipation de l’energie. 

Theoreme 8.1. Soit B 4 < 00 et u (t) = u(f;uo), uo £ H 1 . Alors, il existe ao(B 0 ,B 4 ) > 0 telle 
que pour tout a > <jq et T >1 : 

1 V r-T+o o 

l B o<- j T E[||u( S )|| 2 ]d S < i S 0 , 

uniformement en 0 < v < 1. 

Demonstration. Par la relation de Kolmogorov-Chapman (15.81) et le corollaire 14.11 avec T = 6 = 1 
et p = 2, et en ecrivant t > 1 comme t = r + 1, t > 0, nous avons 

(8.2) E [|| u(t)|| 2 ] = f || u|| 2 S T+ i(u 0 )(du) = [ (||u|| 2 ,Ei(w))S r (u 0 )(<iw) < C(B 4 ). 

Jh 1 Jh 1 ' -V-' 

-E[||u(l; W )|PJ 

Soit 1 7 > 20 =: ctq. Alors de (18.21) . on obtient 

^E[||u(T)|| 2 ] < \b 0 , ±-E[\\u(T + a)\\ 2 } < \b 0 . 

D’ou le resultat par (18.11) . □ 


Notation 8.1. Fixons T > 1 et a > ctq. Si £, u {t) est un processus aleatoire reel, on pose 

((D) = «r»T, ff = - l T+a E[^(t)]dt. 

c Jt 

Avec cette notation, l’inegalite du theoreme 18.II a pour expression 

\ bov ~ 1 < ((II u ||i)) < 

Le theoreme suivant fournit un encadrement pour ((|| u ||„)). 

Theoreme 8.2. Soit m £ N*, B m < 00 , a > a 0 > 0, T > 1 et u 0 £ H 1 . II existe C m (ao) > 1 tel 
que la solution u = u(t;uo) satisfait : 

(8.3) < «|| n\\ 2 J) < 

uniformement en 0 < v < 1. 


Demonstration. L’inegalite a droite de (18.31) suit du theoreme O et pour m = 1, l’inegalite a 
gauche est deja etbalie. Maintenant, soit m £ N et m > 2. Par l’inegalite (13.21) , on a 


n x 


1 

I I 2m — 1 

I \m — 1 


Ux 


2m-2 
| 2m— 1 

li ) 


c > 0. 


Done, en utilisant l’inegalite de Holder (appliquee a l’integrale A J n J^ +a ■••dt¥(du>)) et le corollaire 
14.11 nous avons 


|u||?))<c((||u||^))^T((|u K | 2 ))^<C m ((||u|D)^ 


C’est-a-dire : 

«IMD> >c'^- 2m «iiu|i;» 2m - 1 . 

Done, d’apres les theoremes 17.11 et IsTl on obtient (18.31) . 


□ 


Corollaire 8.1. Sous les conditions du theoreme precedent, pour tout m £ N* et k > 1, il existe 
C(k,m,ao) > 0 telle que 


(8.4) 


c -l u -m+± 


<((IM| k m ))*<Cv 


—m+ t 
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Demonstration. Apres moyennisation danss (17.141) . Pinegalite de droite dans (18.41) est immediate. 
Si k > 2, alors Pinegalite de gauche est une consequence de Pinegalite de Holder et de (18.31) . 
Maintenant, par l’inegalite de Holder, on a 

«IMD> = «l|u||i||u||i)) < ((||u|| ro ))f((||u|D)i 

Alors, par (18.41) avec k = 2 et k = 4, 


,-m+n 


ML))>«||uOM<I|uO-5> 


C(2, to, oo) 


(C(4,m,a 0 )!/- m+ ^) =: C' 1 




et (18.41) est etablic pour k = 1. Finalement, pour k £ (1,2), Pinegalite de gauche dans (I8.4|) est 
une consequence de celle avec k = 1 et de Pinegalite de Holder. □ 

Considerons Pespace de probability 

(Q,T,p) := f[T,T + (r]xn,£xJ,-x 


ou a > cto, T > 1, et C est la tribu Borelienne sur [T,T + a]. Avec cette notation, nous avons le 
corollaire suivant : 

Corollaire 8.2. Pour tout m £ N*, il existe a(m, (To), C(m, <To) > 0 telles que 
(8.5) := P [av~ m+ ^ < || u“(t)|| m < a~ 1 u~ m+ ^ >C(m,a 0 ), 

uniformement en 0 < v < 1. 

Demonstration. Soient e > 0 et Y e = {(f,w) £ Q : ||u“(t)|| m < e}. Le corollaire 18.11 (Avec k = 1 
et k = 2) implique que 


C(l,m,a 0 ) v 




2 < 


| oP [t)\\mdp ■ 


>Q\Y* 


| v? (t)\\ m dp 


< £ 


'Q 


u“(*)l| Ldp) (p(Q\Y e )) 2 < £ + C(2,m,a 0 )o m+ = (p(Q\Y e )) 2 . 


■=CL. 


On choisit £ = £ v = a 0 ) 1 u m+ 2 , et on note par Y = Y Ev . Alors 


(8.6) p{\\u u (t)\\ m > £ v ) = p(Q\Y) > (- (<7(1,771, a 0 )C(2,m, <r 0 )) 


-1 


Soit a 1 > 2C(1, to, cto)- D’apres (18.61) . (18.41) (avec k = 1) et Pinegalite de Tchebychev, nous avons 
Pv,m = P (|| u w (£)|| m > ao~ m+ ^ - p (|| u w (£)|| m > > C' m - aC(l,m,a 0 ). 

Maintenant, on choisit a de sorte que le membre de droite soit strictement positif, ce qui implique 

( 1831 ) . □ 


9. Echelle d’espace 

Soit n v une fonction derivable sur S 1 de moyenne nulle, dependant du parametre 0 < v -C 1 
Notons par M := | vP |oo- Soit 7 > 0. En physique, on dit que I’echelle d’espace de u y est egale a 
v 1 s’il existe des points y £ S 1 , tels que les increments u(y + v 1 ) — u (y) de u sont de l’ordre de M, 
et pour tout 7 ' > 7, u(i/ + 1 / 7 ) — u (y) est toujours tres petit par rapport a M. 

Soit v une fonction telle que v(x) = v s e 2l7VSX £ C°°(§ 1 ), non identiquement nulle. On 

s£Z* 

considere la fonction periodique u y (a;) = u(x|"i/ _7 ]), 7 > 0, ou ["■] est la fonction partie entiere par 
exces. II est facile de verifier que l’echelle d’espace de \i v est egale a v 1 . Notons par u((, s £ Z*, les 
coefficients de Fourier de u v , et soit k s := r^n • Alors, pour tout s £ Z* : = Vk a X{k s e z*}, °u 

X{k s e z*} es t la fonction indicatrice de l’ensemble {k s £ Z*}. 
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Ecrivons le nombre d’onde s pour u w ( t) en utilisant l’echelle logarithmique de base v~ l : 

s = s„(a) = \v~ a ~\, a > 0 , 

alors a = a(s) est de l’ordre t T . Soit 70 > 7 . Comme v £ C°°, alors il est facile de verifier que 

(9.1) si a > 70 et s = s v {a), alors V7V £ N*, 3 Cn > 0 telle que |u^ i/ ( ct )| < C'Ar|s l/ (a)| _Ar , 

pour chaque u, et Cn ne dependant pas de v £ ( 0 , 1 ) (mais depend a priori de 70 ). 

De plus, nous avons aussi 

(9.2) si 70 < 7 alors (19.11) n’est pas valide pour tout 0 < v < 1. 

Pour verifier (19.2|) . on peut choisir 0 = 7 . 

Cette discussion motive la definition suivante 

Definition 9.1. Soit 0 < v < 1 et 

(9.3) u"(x) = ^ u^e 2 ” 81 e C^S 1 ). 

sez* 

( 1 ) Alors, I’echelle d’espace de u v est egale a u 7 , 7 > 0 , si on a les deux affirmations suivantes : 

i) {Op est satisfaite pour tout 70 > 7 . 

ii) si 7 > 0 , alors m est satisfaite. 

(2) Soient t > 0, x £ S 1 , lo £ SI et vA u (t,x) un champ aleatoire continue en temps t, C 1 en 
espace x, et de valeur moyenne nulle. On represente u vu comme dans 19.3\) avec u(( = 
Ug“(t). Alors I’echelle d’espace de u^ w est egale a v 1 , 7 > 0 , si les conditions i) et ii) sont 
verifiees avec |u^| remplace par ((|Us| 2 )) = ■ 

Soit u (t,x) une solution de dBj representee par sa serie de Fourier (19.31) avec u s = u!(“(f), cf. 
on. Par consequent, 

OO 

||u||^ = 2 ]T|u fc (f)| 2 fc 2 "\ 
fc=1 

Comme u*, = J gl u(x)e~ 2lnkx , alors par une integration par partie, nous trouvons que 

|iifc(t)| < u* li> k > 1 - 

Done, par le corollaire l4.ll si u (t,x) est une solution de JB]), alors 

(9.4) E[|u/c(t)| 2 ] < Ck~\ t > 1. 

Theoreme 9.1. Supposons que B m < 00 pour tout m £ N*. Alors, pour chaque Uo £ H 1 , I’echelle 
d’espace de u = u(t;uo) est egale a v. C’est-a-dire, pour tout 70 > 1 et N £ N* : 

(9.5) «|G fc | 2 }> < C N k~ N , si k = |V _7 ], 7 > 7 0 , v £ (0,1], 

ou Cn = Cn( 70 ) > 0 ne depend ni de v, ni de 7 . Par contre, si 70 < 1, alors t9.5\) n’est pas vrai 
pour tout 7 > 70 et v £ ( 0 , 1 ], avec une certaine constante Cn = Cn{ 7 o) > 0 . 

Demonstration. Par le theoreme 18.21 on peut ecrire 

(flfifcl 2 ))<C m v(ku)~ am . 

Si k = k v = [V _7 ~|, 7 > 70 > 1, nous obtenons que 

«|u fc | 2 » < C m v{y^)- 2rn < C m k~ 2rn —, pour tout m £ N*, 
d’oii Maintenant, supposons (1531) avec 70 < 1 et ecrivons ({|| u ||^)) comme : 

«IMD)=2 Y, ((\^\ 2 ))k 2m + 2 J2 «RI 2 ))k 2m . 

l<k<v —ro k>v~"i 0 

'- . -' s - . -' 


mJ 


-.L 
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Majorons les deux termes du membre de droite. Soit k > v~ l0 . Alors, nous pouvons ecrire k = 
|V -7 ], 7 > 7 o. La relation (19.51) implique ((|ufe| 2 )) < Cn( 1 o)k~ N pour tout N £ N. Choisissons 
N = 2to + 2, nous avons 

L<C{ 70) E k~ 2 <C'( 7 o)^ 70 . 

k>v —fo 


Aussi, par le theoreme l 8 . 2 l : 


J< v- 210 E (fc) 2m_2 ((|ufe| 2 )) < ^((HuH^)) < ^- 2m - 270+3 . 




D’ici, 

(9-6) ((II u |D) < C m ( 7o)^ 2m - 2 ^ 0+3 , * € (0,1], 

D’apres le theoremc 18.21 et (19.61) . on a pour tout 1 > ^ > 0 : c rrL n~^ 2rn ~ 1 ' > < C m ( 7 o)i' _2m_27o+3 , 
ceci implique que 70 > 1. La contradiction implique que 70 > 1. □ 


10. LEMMES DE RECURRENCE ET Li-CONTRACTION 


O 11 rappelle que nous supposons B 4 < 00 . 


Lemme 10.1. Soit B m < 00 , m > 1 et T > 0. Alors pour tout e > 0, il existe 7 > 0 telle que 
p (ll£llx£ < e) > 7c, t- 

C’est un resultat classique sur la theorie des mesures Gaussiennes dans les espaces de Banach 
0 theoreme 3.6.1], [20] section 2 , corollaire 1.1]. 

Lemme 10.2. Soit uo dans H 1 . Pour tout e > 0, il existe T e = T e (||uo||i) > 0 et S e = 
<5 e (|| uo ||i) >0 telles que 

(10.1) P(||u(r e ; Uo )|| < e) > S e . 


Demonstration. Supposons d’abord que £ = 0, uo £ H 1 et notons u°(f) = u(i; uo, 0). On multiplie 
par u n l’equation dans m et on integre par parties en espace, nous obtenons 


2^ ||u0( * )||2 = -H|u°WI |2 <-H |u °WII 2 - 

Done, en utilisant le lemme de Gronwall, nous obtenons que || u°(t )|| 2 < e~ 2vt \\ uo || 2 . Par consequent, 
il existe un T e = T e (|| uo ||) > 0 tel que || u°(T e )|| < Par la proposition 13.II l’application M est 
Lipschitzienne sur les sous-ensembles bornes de H 1 x Xf e . Done, il existe = 7 e (|| uo ||i) > 0 
tel que si ||£|| x t < 7 e alors ||u°(T e ) — u(T e ;uo,£)||i < §. Ceci implique que si ||£|| x t < 7 £ alors 
|| u(T e ;u 0 ,£)|| < e, et par le lemme [TOdl avec m = 1 , on a F’(II£IIa: t < q e ) =: S e > 0. D’ou 

(firm . ‘ 1 □ 


Lemme 10.3. (Recurrence) 

Pour tout uo dans H 1 et e > 0, on a 

(10.2) 7 t(T, e) := P( inf || u(f;uo)|| > e) ->• 0, 

te[o,T[" t^+oo 

oil la convergence est uniforme en uo . 

Dans la suite on note par 

B mi v ) = {« : ||u- v\\ m < R}. 


Demonstration. Par Tinegalite de Tchebychev et le corollaire 14. II on a pour une constante co > 0 
et pour tout R > 0 : P(|| u(l; uo)|| > R) < Cq 1 R. Si R = 2co, alors P(|| u(l; uo)|| < R) > |. 

Par la relation de Kolmogorov-Chapman (15.81) appliquee a la fonction caracteristique de -Bg(O), 
et par (110.11) . nous avons que 



F (ll u (2"e; ^)ll <e)Si(uo)(dv) > i 5 e , 


Vu 0 £ H 1 . 


P(||u ( 1 +T e ;u 0 )|| < e) > 
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Alors 

(10.3) P(||u(l + r e ;uo)||>e)<l-ij B , Vu 0 £ H 1 . 


N 

On note par T- 7 = j(l + T e ), par Qj l’evenement {|| u(T J )|| > e} et par Q N = f) Qi. Nous avons 

que Q N = {uj £ Q N ^ : || u(T JV )|| > e}. En utilisant la relation de Kolmogorov-Chapman sous la 
forme (|5.10[) . ainsi que (110.31) . nous obtenons : 


P(Q ) — ®[X{u(T;u 0 )| Te[0T jv-i ] eQ- ! ' 


< (1 - ^4)E[X{u(r;u 0 ) 


|-re[0,T 


i } P(||u(l+T e ;u(T 

w.ijeQ"- 1 }] = ( 1_ 


Ar_1 ;u 0 )|| > e)] 

i<5 E )P(Q JV - 1 )- 


Done, nous avons par recurrence que P(Q Ar ) < (1 — ^5 e ) N . Finalement, comme n(T,e) < P (Q N ) 
si T > T N 1 nous obtenons (110.21) en passant a la limite N —> +oo. □ 


Lemme 10.4. (Li-contraction) 

Pour j = 1, 2, fixons Uj(0) £ H 1 , et soit ^ £ Xf. Considerons la solution u j(t) = u(f; Uj(0), £) £ 
H 1 . Alors 

I Ui it) - U 2 (t)|i < I Ui(0) - u 2 (0)|i, Vi > 0. 


(10.4) 


Demonstration. Soit w = ui — u 2 . Alors w verifie 

w t + ^(u>(ui + u 2 )) x - vw xx = 0, 
w(0) = ui(0) — u 2 (0) =: w 0 . 

Soit le probleme de Cauchy conjugue : 

4>t + ^(ui + U 2 )4>x + V(f>xx = 0, 


(10.5) 


<l>(T,x) = <fa{x), 


ou t £ [0,T], 4>t{x) £ C° et \4>t\oo = 1- La theorie des equations parabolique implique qu’il existe 
une unique solution <f> au probleme (110.51) . et cette solution satisfait le principe du maximum : 
|0(t) |oo < 1 pour tout t £ [0, T] [12: . 

Apres avoir multiplie par <j> l’equation en w dans (110.41) . integre par parties sur [0,T] x S 1 puis 
en utilisant l’equation en ( j > dans (110.51) . on obtient que \( w ( T ),< j > r )\ = |(wo, </>(0)}|. Done, nous 
avons 



(10.6) \{w{T),^>t)\ < l^oli =: K, 

car |0(O)|oo < I- Soit e > 0 et % e la fonction definie par 

Xe(t) = 

alors Xe(i) —> sgn(i) pour chaque t, et si <f>%, = Xe( w {T,x)), alors (f>%- est continue et |</>y|oo = 1- 

e —>-0 

Done, par (| 10.6|) et en utilisant le theoreme de convergence dominee, nous avons 

|ty(T)|i = | J w(T,x ) sga(w(T, x))dx\ = lim | J w(T,x)4>^ T {x)dx\ < K. 

□ 


11. LeS MESURES STATIONNAIRES ET LA METHODE DE BOGOLIUBOV-KRYLOV 
On rappelle que nous supposons B 4 < 00 . 

Definition 11.1. Soit p £ V(H m ),m > 1. 

(1) /i est dite mesure stationnaire de i TBl ) si pour tout t > 0 : S^/j, = fi. C’est-a-dire, si 
H(uo) = p alors H(u(f;uo)) = p,. 

(2) Une solution u(i) de i TBl l telle que (D(u(f;uo)) = p. est dite solution stationnaire. 
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Le but de cette section est de demontrer l’existence d’une mesure stationnaire de ©, (USD, 
m par la methode de Bogoliubov-Krylov. 

Theoreme 11.1. II existe une mesure stationnaire p £ ViyH 1 ). 

Demonstration. On note par u (t) = u(f; 0) la solution de (jBj issue de Uo = 0, et par p(t) := 
V(vl (t)). Notons que Sg(p(t)) = V(u(t + 9)) = p{t + 9) pour tout t, 9 > 0. 

Considerons I’ansatz de Bogoliubov-Krylov. C’est-a-dire, pour tout T > 1 definissons mr £ 
V(H 2 ) par 

r l+T 


1 f + 

">t(') = fj i v{s)(-)ds. 


Par le theoreme l7.1l (avec m = 2), on sait qu’il existe une constante C > 0 telle que E[|| u(f)|||] < C 
pour chaque t > 1. L’inegalite de Tchebychev implique que ^i(t)(l?^(0)) = P(||u(t )||2 < R) > 
1 — CR~ 1 si t > 1. Done, nous avons 


1 r 1 + T 

(11.1) m T (B?( 0)) = - ^ Il(s)(B«( 0))d 


\/R> 0. 

Jtt 


De plus, par le theoreme de Rcllich-Kondrachev, B^iO) est compact dans H l . Alors, par (111.11) . 
nous obtenons que l’ensemble M = {tut} est tendu dans Vi^H 1 ). Par le theoreme !6.31 cet ensemble 
est faiblement relativement compact. Done, la suite {m±, m 2 ,...} C M admet une sous-suite {mj k } 
qui converge faiblement vers une limite /i £ V(H l ). 

II reste a prouver que /r est stationnaire. Calculons Sg(mj k ), pour tout 9 > 0. Comme S* est 
lineaire et verifie Sg(fj,(t)) = n{t + 9), nous avons 


1 1 /*l+(7fc 1 /•1+J 

s e{ m j k ) = —j Sg(n{t))dt = — fi(t + 9)dt = — 

Jk J 1 Jfc J 1 Jk Jl+Q 


rl +jk+6 


fi(t)dt 


1 


r l+8 


1 


rjk+l 1 rk-ejk+o 

= — — I fk(t)dt + — / fi(t)dt+— / [i(t)dt. 

Jk J 1 Jk J 1 Jk ii.il 


:=/ 


■-K 


Or, pour tout / £ les termes|(.ff, f)\ et |(J, /)| sont bornes par J-|/|oo^ et lim |(/, /)| = 

■ >k jk —>+00 

lim | (K, f) | = 0. De plus, comme m 7fc —^ /i et Sg est faiblement continue (cf. theoreme 16.21) . en 

00 

passant a la limite dans l’egalite ci dessus, on a finalement Sgji = fi. □ 

La mesure stationnaire du theoreme 1 11. II est aussi lisse oue la force ij u dans m : 

Proposition 11.1. Soit B m < 00 , m > 1. Alors la mesure stationnaire fj, est supportee par 
I’espace H m : p.(H m ) = 1. 


Demonstration. Si B m < 00 alors par (17.131) . p{s)(H m ) = 1 pour tout s > 0, et mT(H m ) = 1 
pour tout T > 1. Comme H m est un sous-ensemble ferme de H 1 et mj k —^ p dans H 1 , alors 
p(H m ) = 1 (cf. (prm . □ 

Plus partic.ulierement, nous avons aussi le 
Corollaire 11.1. Si B m < 00 pour tout m > 1, alors p(C °°) = 1. 


12. L’UNICITE DE LA MESURE STATIONNAIRE ET LA PROPRIETE DE MELANGE 

On renvoie a 1231 p.101-103], pour le cadre classique du couplage de Doblin. II est remarquable 
que le couplage de Doblin s’applique a l’equation de Burgers avec des modifications minimales; 
nous expliquerons cela dans cette section. Par contre, pour les equations aux derivees partielles 
stochastiques plus complexes, l’idee de Doblin est plus delicate a appliquer; elle s’emploie avec 
des modifications plus profondes [23| Section 3]. 
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( 12 . 1 ) 


Nous supposerons toujours que B 4 < + 00 . Considerons deux copies d’equation de Burgers de 
conditions initiales u',u" £ H 1 . C’est-a-dire : 

(ui) t + ui(ui) x - v(ui) xx = 77, Ui(0) = u', 

(u 2 ) t + u 2 (u 2 ) x - ^(u 2 ) xx = 77 , u 2 ( 0 ) = u", 

avec u' et u" des variables aleatoires independantes de g. Soit Ui (t) = Ui(t, u') et u 2 (t) = u 2 (f, u"). 
Alors 

U(t ) = (ui(t), u 2 (t)) 

est solution de ( 112 . 11 ) telle que 

U(0) = (u',u")=:U 0 . 

Si 7 Ti et 7 t 2 sont les operateurs definies par : 


7Ti(ui,U 2 ) = Ui, 7T 2 (ui,U 2 ) = U 2 , 

alors 7 Tj o V(U(t )) = 22(uj(t)), j = 1,2. On dit que la mesure V(U(t )) £ T{H X x H 1 ) est un 
couplage des mesures 2 ?(ui(t) et P(u 2 (t) (voir [2,'jj pour cet important concept). 

En repetant le schema de la demonstration du lemme 110.31 nous avons le 


Lemme 12.1. Pour tout e > 0 et Uq £ H 1 x H 1 : P(inf tg r 0 T i ||C/(i)|| > e) —> 0, uniformement 

T—too 

en Uq. 


Lemme 12.2. Soit m > 1. II existe C{y) > 0 telle que si u',u" £ H 1 et | u' |i, | u" |i < —, alors 
pour tout t> 1, on a : ||E t (u') — E t (u")||^ ff ij < Cm~i. 

Demonstration. Par l’inegalite (13.21) . nous avons 

||ui(t)-u 2 (t)||i < c|ui(t)-u 2 (t)|?||ui(t)-u 2 (t)|| 2 ~ @ , 0 = jr, c> 0. 


Done, pour tout / £ Cb(H l ) tel que ||/||l(//i) < 1, on a 


(E t (u'),/)-(E t (u"),/) 


|E(/(ui(t)) - /(u 2 (t)))| < E[|| ui(t) 


( 12 . 2 ) 


< cE[| ui(t) 


Mt) 111 ] 

u 2 (t)|?||ui(t) 




Comme | ui(0) — u 2 (0)|i < alors | u“(t) — u 2 (t)|i < ^ pour tout w (voir lemme fT0~4l) . De plus, 
(a — (3) 1 - 8 < a 1-0 + /3 1-0 pour tout a, /? > 0, alors le membre de droite de ( 112 . 21 ) est borne par 

c(i) 9 (E[iiu 1 (t)im+E[u 2 (t)im)- 

m 

Par le theoreme l7.1l ct l’inegalite de Holder, on a E[|| u^ (t)1 12 _l9 ] < , j = 1,2 et C 2 > 0. 

Done, 

|<E t (u'), /) - <E t (u"), /)| < Cv-W-Vm- 8 , si \\f\\ L{ m) < 1, 

et on obtient le resultat enonce. □ 


Proposition 12.1. Pour tout u',u" £ H 1 , 

||E t (uO-S t (u")||* (ffl) <d°, Vt > 0, 

oil 1 1 —> d® est une fonction positive independante de u 7 et xl", telle que lim d® = 0. 

t—t + OO 

Demonstration. On note d t ( u',u") = ||E t (u') — E t (u")||w J? i^ = sup (E t (u'),/} — (E t (u"),/). 

Il/lk<i 

On a pour tout / £ Cb^H 1 ) 

(St(u'), /) - <E t (u"), /) = E[/( Ul (t)) - /(u 2 (t))] = E[F(f/(t))] =: g(f, U 0 ). 

ou on a note /(ui) — /(u 2 ) par F(U ), U = (ui,u 2 ). Done d t s’ecrit comme sup g(t;Uo) et 

\\f\\L<l 

g(t;Uo) < dt- Soit to > 1 et O m = {it £ H 1 : |u|i < A}. Considerons le temps d’atteinte pour 
JJ W (t) dans l’ensemble O m X Om • 

r“ )t = inf{s £ [0,t] : U u (s) £ O m x O m j (cf. appendice B). 
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i) Comme | Uj |i < || Uj || pour tout j = 1, 2, le lemmc H2.1l impliaue que P(r m i > i — 1) tend vers 
0, uniformement en Uq, quand t tend vers +oo. 

ii) Si T m f t alors t/(T m ^) £ O m x O m . 

iii) Comme g(t\Uo) < dt 1 en utilisant le lemme H2.21 on obtient que si Uq £ O m x O m alors 
g(t; Uq) < Cm~i , t > 1. 

Par la propriete de Markov forte (116.11) . E[F(?7(i))] = E[g(i — E mit ; [7(r mjt )]. Done 

(12.3) E[F(J7(*))] = E[x{ Tm , t <i-i}5(i - r m ,u + E[x{ Tm , t <t-i}g(i - T m , t ; f7(r m ,t))], 

ou x■ est l a fonction caracteristique. Par ii) et iii), si r mjt < t — 1 alors t/(r mjt ) £ O m x O m et 
g(t — T mt t, U(Tm t t)) < Gm“ 5 . Comme |F(£/(t))| < 2, alors (|12.3I) implique que 

|E[F(t/(t))]| < Cm"? + 2P{r m , t > t - 1} =: d°. 


Soit e > 0. On choisit m = m e de sorte que Cm e 5 < \e. Par i), nous avons 2P{r mit > t — 1} < 
si t > t meiS 
dt(u',u")<d? 


est suffisamment grand. Finalement, E[F([/(t))] < e pour tout t > et 

-A 0. □ 


t —>-+oo 


Theoreme 12.1. La mesure stationnaire p donnee par le theorem, e \ 11. II est unique. De plus, pour 
tout A dans : 

(12.4) lim ||S t *A-HI2 (ffl) =0, 

£—>•+00 v ’ 

uniformement en A. En particulier, pour tout uo £ H 1 , on a lim ||X t (uo) — iAVl^h 1 ) = 0 un *" 
formement en uq . 


La propriete (112.41) est dite de melange et u(i) est dit processus melangeant. 


Demonstration. Soit /i la mesure stationnaire construite par l’ansatz de Bogoliubov-Krylov (Theoreme 
111.11) et une autre mesure stationnaire. Si la relation (112.41) est vraie alors \\pi — p\\* L t H i) = 

\\St pi — p\\* L ( H i) —> 0 et par consequent pi = p. A present, demontrons la relation (112.41) . Soit 

/ £ CtiH 1 ) tel que ||/|| L < 1 et X t := \{f,Sf A) - (f,p)\ = |(/,5 t *A) - (f,Sfp)\. Nous avons 

(f,s;\) = (s t f,\)= [ Stf(u)X(du)= f [ Stf(u)\(du)p{du'). 

Jh 1 Jh 1 Jh 1 

De meme, 

(/++)=/ [ S t f{u')p{du')X (du). 

Jh 1 Jh 1 

Ainsi, 

X t < [ [ \S t f(u)-S t f(u')\X(du)p(du'). 

Jh 1 Jh 1 

Par la Dronosition ll2.il l’integrande \S t f(u) — S t f(u')\ = |(S t (u') — X t (u"), f)\ est bornee par 
Par consequent, X t < . Done, nous avons (112.41) dans la limite t —> +oo. □ 

L’analyse de la proposition 112.11 impliciue que 

||X t (u')-X t (u")||I (il) <Ct-A, Vt > 0, 

voir H, 0. Alors la solution u(t) est un processus algebriquement melangeant. Or, si la force rj 
definie dans m est non-degeneree : 

(12.5) b s 0, si \s\ < n *, 

avec n* £ N* convenable, alors u (t) est un processus exponentiellement melangeant : 

(12.6) ||S t (u') - 5+u")||2 (il) < Ce~ ct , Vt > 0. 

Le theoreme 3.1.7 de [23] implique (112.61) si n* = est suffisamment grand (par exemple, si 

b s 0, Vs), et la methode developpee dans [15] implique (112.61) avec un certain n* cjui ne depend 
pas de v. La relation (112.61) entraine que le processus u u {t) est ”bien ergodique”. Pou illustrer, 
prenons / £ Cb^H 1 ) et considerons le processus /(u(t)). On peut demontrer que satisfait 
































INTRODUCTION A L’EQUATION DE BURGERS STOCHASTIQUE ET A LA BURGULENCE 


27 


la loi forte des grands nombres et le theoreme central limite (231 Section 4]. Le probleme reste 
ouvert si la relation (112.61) est vraie avec des constantes c et C qui ne dependent pas de v e (0,1]. 

13. FONCTION DE STRUCTURE 

La fonction de structure est l’un des objets principaux de la theorie de la turbulence hydrodyna- 
mique m- Pour un ’’fluide unidimensionnel” qui est decrit par l’equation de Burgers, la fonction 
de structure est definie comme suit : 

Definition 13.1. Si u designe la solution de I’equation de Burgers alors sa fonction de structure 
de degre p > 0 est 


(13.1) 


S P {1) = {{ [ | u(x + l) - u(x)| p cfa;)), Z e (0,1]. 
J§ i 


Theoreme 13.1. Soit B m < oo pour tout m £ N*, v £ (0, c*], cm c* < 1 une constante qui depend 
seulement de B\ 1 B 2 , .... 

(1) Soit p > 0. II existe c p > 0 telle que 

(13.2) S P {1) < | Up > Pour tout l € (0, 1] et v € (0,1], 

(2) II existe des constantes ci, C 2 > 0, et pour chaque p > 0, il existe Cp(ci, C 2 ) > 0 telle que 


(13.3) 


s P (i)>\ y 


c'l p , sipe (0,1), 


c l, si p > 1, 


pour tout l € [c\v, C 2 ] et v € (0,c*]. 


Demonstration. 1) Si p > 1, alors 

S p (l ) < {(J | u(x + l) — n(x)\dx ■ max | u(x + l) — u(x)| p_1 )). 


Par l’inegalite de Holder, on a 


S p (l) < {{(^J\u(x + l) — u(x)\dx^ )} 1/,p ((max | u(x + l) — u(a;)| p )) ( - p 1 ^ p . 


= :/ 


= :J 


D’une part, remarquons que la moyenne de x 1 —>■ u(a: + 1) — u(x) est nulle, done par le lemme FTTI 
J | u(x + l) — u(x)|dx < 2 J (u(x + l) — u (x)) + dx < 2 sup(ua;) + • l, 

et I< 21(([su Px (u x )+] p )) 1 /p. Done, d’ apres le corollaire l4.ll on obtient que / < c p l. D’autre part, 

J<((l p \u x |D) (p - 1)/p - 

De l’inegalite (13.211 (avec 0(0, l,oo,m — 1)) et celle de Holder, on obtient 

P-1 

<cZ p-1 «||u||^»^«|u x |5» c , 




cF((\\u\\Z?-'\u x \l)) 


pour certaines constantes a,b,c > 0. Maintenant, enutilisant le corollaire 14.11 et le theoreme |5T 
on obtient que 

J <c' F- 1 

Finalement S p (l) < c p l p u 1 ~ p , si p > 1. 

Si p £ (0,1), alors nous obtenons par l’inegalite de Holder et par (113.2)) avec p = 1 : 

s P {i) <{{J | u(® + 0 - u(x)|dx)) p = syiy < (ci iy. 

Ceci acheve la preuve de (113.21) . 

2) Notons par Qi l’evenement dans (18.51) avec m = 1. Alors p(Q\) > C(1,cto). Soit M > 0 et 
Q 2 = {(t, w) € Qi : | <+(i)|oo + | <(z)|r +J\\ u“(t)|| 2 + ^\\ u"(t)|| 3 } < M}. 
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Par le corollaire ixn m et l’inegalite de Tchebychev : 

P(Q 2 ) > (7(1, <7 0 ) - C X M~ X > ic(l,a 0 ), 

pour tout v £ (0,c*] et si M est suffisamment grand. 

Soit ( t,oj ) £ Q 2 et notons u(:r) := u“(Z,x). Pour etablir (113.31) . nous montrons que v satisfait 


(13.4) 


j\v {x + i)-v^>cr^\ 0 , 


uniformement en v £ (0,1], ou C = (7(ci, C 2 ,p) > 0. 

D’abord, supposons que p > 1. Notons que 

OlV £ J | Ha | dx £ | 1 00 1 1 ^ 3 ; 11 — 

ou a est definie dans le corollaire 18.21 Done 

(13.5) |wa|oo > aM " 1 !/" 1 =: a 2 iy~ 1 , 

uniformement en z/. Comme l^loo < M, alors |^|oo < \ot 2 z^ —1 , si z^ < =: c*. Ainsi, par 

(113.51) . on a 

|v+|oo < ^ 2 V~\ et |u“|oo > a 2 z/" 1 , si z/ £ [0,c*]. 

Notons par z = z(t,uj) = min{x £ [0,1) : v~{x) > c^z^ 1 } : z est une fonction mesurable bien 
definie sur Q 2 , si v £ [ 0 ,c*]. 

Nous avons 

(13.6) f \v(x + l)-v(x)\ p dx> f \( v~[y)dy — f v+(y)dy\ p dx. 

J J 2 — 4 ^ x * 7 X 

i I 

Par le lemme I5T21 on a lu^alcx) < C 2 11 u ||| II u III, ce qui implique que \v xx \aa < C^Mz/ -2 . Done, 
dans l’intervalle [x,x + 013 ^], 0:3 > 0 , nous avons 

3 

v~ > c^ -1 — 013 C 2 M 1'- 1 = -a 2 V~ , 


si 03 = 4( ? 2 m . Supposons que l > a 3 v. Comme v+ < M, alors 


rX-\-l nX-\-a.3l/ 0 pX~\-L 

/ V~{y)dy> / V~{y)dy > -a 2 a 3 , et / v+{y)dy < Ml. 

J X J X ^ J X 

Done, en utilisant (113. 61) . nous obtenons que 


px-\-l 


J \v(x + l) — v(x)\ p dx > J \^a 20 t 3 — Ml\ p dx 


> 


l (\ 


2 V 2 


-tt2Cl3 


pourvu que l £ [ 0:3 z/, et v £ [0,c*]. Ainsi, la relation (113.31) est etablie avec c* = \ 0 L 2 M 

ci = a 3 et c 2 = ^g 3 -, si p > 1 . 

Maintenant, supposons que p £ (0,1). Soit / une fonction arbitraire positive. Nous pouvons 
l’ecrire comme / = / 2 ~p / 2 ~p. Done, d’apres l’inegalite de Holder, nous avons (J /) 


2 —p 


< 


(f f 2 ) 1 P (f f P )- P ar consequent, 

J\v(x + l) — v(x)\ p dx > J ^(u(x + Z) — i;(x)) + ^ dx 


> 


/( Wl + 0 -»W) + ) 2 <**)' (/(«* + 0 -»W) + )^ 


2-P 


Comme < M, alors (u(a; + Z) — u(x)) + < Ml. De plus, p — 1 <0, done le premier terme du 
membre de droite de cette derniere inegalite est minore par (M 2 Z 2 ) P 

Remarquons que la fonction v{- + Z) — v(-) est de moyenne nulle. Par consequent 


J {v{x + l) - v{x)) + dx = i J 


\v(x + Z) — v(x)\dx, 
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et utilisant (113.41) avec p = 1, nous obtenons que le second terme est minore par Cl 2 p . Finalement, 
(113.41) est etabli pour p £ (0,1). □ 


14. Spectre de l’energie 


Definition 14.1. On appelle I’energie de nombre d’onde k correspondant a la solution u de 
I’equation de Burgers, la grandeur : 


(14.1) 


Ek = 


2k(M — 


bur £ i«ki 2 »' 

' 71 /f — 1 \ s' K/TU 


M~ 1 k<\n\<Mk 

ou M est une constante positive independante de v. La fonction k i —> Ek est le spectre de I’energie. 

Le theoreme [94] dit que si k est superieur au seuil critique egal a v 1 , alors le spectre de 
l’energie decroit plus vite que n’importe quelle puissance negative de k , et que cela n’est pas valide 
si k <C u. 

Dans cette partie, nous continuous l’etude du spectre de l’energie Ek quand k < v~ x . 


Theoreme 14.1. Soit M dans suffisament grand, et ci,C 2 > 0 les constantes du theoreme 

\13.1l alors il existe 03,04 > 0 telles que pour tout k satisfaisant la condition 

(14.2) 


nous avons 


(14.3) 


c 2 1 < k < (ciu) , 


C 3 k 2 < Ek < c^k 2 . 


Demonstration. On precise que les constantes C, Ck, ■ ■ .etc, de cette preuve ne dependent pas de 
M. La relation (19.41) implique que ((| u*, | 2 )) < Ck~ 2 . Notons que cette relation entraine la seconde 
inegalite de (114.31) . Maintenant, nous verifions la premiere. Comme ((| u*, | 2 )) < Ck~ 2 , alors 


(14.4) 
et 

(14.5) 


£ l n | 2 ((l Ura(t)| 2 )) < CM~ 1 k, 

\n\<M~ 1 k 

£ ((\Vn(t)\ 2 ))<C'M- 1 k- 1 , 

\n\>Mk 


Posons S = l n | 2 ((l u n(i)| 2 ))- Comme |sin(a)| < |a|, alors 

\n\<Mk 

(14.6) 

s >^2 £ sin 2 (^-)((l u n I 2 )) = ^ ( £ Sin 2 (^)((|u n | 2 )) - £ Sin 2 (^-)((|u„| 2 )) ] . 

\n\<Mk \nGZ* 

Notons que par l’identite de Parseval, nous avons 

II u(- + y) - u (-)|| 2 = 4 £ sin 2 (n 7 ry)| u„ 

n£Z* 


\n\>Mk 


Done, (114.61) et (114.51) impliquent que 

(14-7) S>^ fl«|| u (. + i)-u(.)|| 2 »- £ «K| 2 »] >k 2 CM\)-CM~'k. 

y \n\>Mk J 

Comme k satisfait (114.21) . alors par (114.71) et (113.31) (p = 2, l = 1), nous avons 

(14.8) S > k 2 C x ^k~ x - C M~ x k = k(C" - C'M~ l ). 

Notons que 


Ek> E. = 


1 


4fc 3 M 3 


£ |n| 2 ((|u„(t)| 2 )). 


M~^k<\n\<Mk 
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Done, en utilisant (114. 811 et (114.41) . on obtient que 


Ek > 


1 


5- £ M 2 «|u„| 2 }}] > 

\n\<M~ 1 k 


4k 3 M 3 

si M 1. D’oii la premiere inegalite de (114.31) . 


C" - C'M- 1 - CM~ l 
4 k 2 M 3 


> k~ 2 M~ 3 C 3 , C 3 > 0 


□ 


En ignorant les constantes multiplicatives devant les puissances de v, les physiciens ecrivent le 
segment [cj 1 , c]” 1 ^ -1 ] comme et l’appellent la zone inertielle. Alors, lc theoremc ll4.1l dit 

que dans la zone inertielle l’energie Ek se comporte comme k~ 2 . De meme, on appcllc le segment 
[p ,+oo) la zone dissipative, et dans ce cas, le theoreme 113.11 se traduit par le fait que dans 
cette zone, l’energie decroit plus vite que toute puissance negative de k. On renvoie a [7] pour une 
assertion plus forte, qui justifie plus rigoureusement la definition de ces zones. 


15. Appendice A : Le processus de Wiener standard 


Soit C(R + ) l’espace des fonctions continues definies sur R + = [0, +oo[, muni de la distance : 


+oo 

d(u,v) = ^2 2 ~ n 

n —1 


max |u(f) - v(t)\ 

0<t<n 


1 + max \u(t) — u(t)| ’ 

0<t<n 


(C(R + ), d) est un espace metrique complet et separable. Soit B la tribu Borelicnne de C(M + ) et soit 
(fi, T, P) un espace probabilise standard [ITj . Par exemple, 0 = [0,1] muni de la tribu Borelienne 
T et de la mesure de Lebesgue. 

Considerons l’application mesurable w : {kl,F) —> (C(R + ) ,13), oj i —> w u , telle que : 


(1) w w (0) = 0, 

(2) pour tout 0 < ti < ... < tN, la variable aleatoire ui i —> (iy“(ti),... ,uA(tjv)) G est 
Gaussienne, 

(3) pour chaque t > 0, E[w“(f)] = 0 et E[w aj (t) 2 ] = t, et 

(4) si 0 < t\ < t 2 < t 3 < t 3 , alors les variables aleatoires w(ti) — w(t 3 ) et tufa) — w(ti) sont 
independantes. 


On appelle une telle application mesurable sur IP), un processus de Wiener standard. 

Notons que si on pose w(t) = w(t + 1) — w(t) pour t > 0 fixe, alors w definit aussi un processus 
de Wiener standard. II est connu qu’on peut construire une famille denombrable w\,W 2 , ■ ■ ■ de 
processus de Wiener standard independants [14] , [20! . 

La celebre inegalite maximale de Doob m, El. ESI, appliquee a un processus de Wiener 
standard w(t) dit que 

(i5.i) e^^p^H*)! 2 ) ] < (^tt) E Kl u; (*)l 2 ) P ]> V P> L 

1 /9 

L’inegalite ( 115 . 11 ) reste vraie si |w(f)| = (wi(f ) 2 + ... + WN(t) 2 ) , et w\,...,wn sont des pro¬ 

cessus de Wiener standard independants. 


16. Appendice B : Les temps d’atteinte et d’arret, et la propriete de Markov 

FORTE 

Soit t,m > 0, B m < oo et u (t) G H m , une solution de dBj . Soit Q C H m un sous-ensemble 
ferme, et une constante T > 0. Notons 

r = Tq T = inf{0 <t<T: u“(t) G Q}. 

Ici, r = T si u“(i) ^ Q pour t < T. On appelle r le temps d’atteinte (dans l’ensemble ferme Q). 
C’est un cas particular du temps d’arret na, m, m- Notons que r = 0 si Q = H m , et que 
r = T si Q = 0 . 
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L’importance de ces concepts vient de la propriete des processus de Markov, qu’on appelle : 
propriete de Markov forte. Nous la formulons pour une solution u (t) = u“(t; Uq ) de jB]), ou uo est 
une variable aleatoire dans H 1 independante de £“ et telle que E[||u 0 ||i] < oo. Soit T\ > T et 
/ S C b {H m ), alors 

(16-1) E[/(u(Ti)] =E[5 Ti _ t . t /(u(t^ t ))]. 

Ici, la fonction S t f(v) est defini dans (15.4|) ou nous avons remplace t par Ti~Tq T , et v par u(tq T ). 
Notons que si r = T et u(0) = const , alors (116.11) coincide avec la propriete de Kolmogorov- 
Chapman (15.91) . 

17. Notation 

Soit x € S 1 , p £ [1, oo] et m € 1. Pour une fonction u(x), nous notons par | u \ p sa norme dans 
l’espace de Lebesgue L p ( S 1 ), et par || u || m sa norme de Sobolev homogene d’ordre to. Si to = 0, 
nous ecrivons ||u|| := ||u||o = | u I 2 - 

Soit A > 0. Nous designons par A > 1 (resp. A <C 1) si A est suffisamment grand (resp. A est 
suffisamment petit). 

L’abbreviation p.p designe ’’presque partout”. 
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